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Apresentacao

Prezado Estudante,

E com grande satisfacdo que apresentamos a terceira edicdo do
material de treinamento do POTI/TOPMAT - Programa de Forma-
¢do em Matemédtica Olimpica da Universidade Federal do Parana
(UFPR).

O POTI/TOPMAT, que conta com o apoio do Instituto Nacional
de Matemética Pura e Aplicada (IMPA), do Departamento de Mate-
mética da UFPR (DMAT/UFPR) e da Pré-Reitoria de Graduagao
da UFPR (PROGRAD/UFPR), envolvendo docentes do DMAT e
alunos de graduacao e pds-graduacdo da UFPR, é um projeto que
visa fornecer embasamento tedrico e pratico para os estudantes de
Ensino Fundamental e Médio que desejam se aprofundar nos inte-
ressantes temas abordados nas olimpiadas matemaéticas nacionais.
Este projeto constitui-se em uma experiéncia tinica para todos os
envolvidos e também oportuniza a aproximacao e interlocucao da
Universidade com a Educagao Bésica.

A iniciativa do projeto POTI, capitaneada pelo IMPA em todo o
territério nacional, teve seu inicio na UFPR em 2016 e, desde entao,
nosso polo, sediado no campus Centro Politécnico da UFPR, em
Curitiba, tem crescido bastante e impactado positivamente todos os
envolvidos. Em particular, envolve de forma intensa os estudantes
de graduacao da UFPR, especialmente do Curso de Matematica, que
atuam como professores e monitores das disciplinas do programa.

O programa TOPMAT iniciou em 2019, com o intuito de pro-



duzir material de formacdo adequado para treinamento em mate-
matica olimpica. A principio, o material inicial foi produzido para
formacao de professores e posteriormente passamos ao trabalho de
redacido do material de formagao para os alunos. Este material foi
sendo aperfeicoado ao longo do tempo, a partir da experiéncia di-
datica dos estudantes, e o resultado é o que temos hoje em maos.
Em resumo, o presente material foi desenvolvido pelos professores
atuantes no programa e servird como base para todas as atividades
desenvolvidas durante o treinamento.

Por fim, gostaria de agradecer de forma expressiva aos estudantes
de graduacao da UFPR envolvidos neste projeto pelo afinco e esmero
na realizagdo deste arduo trabalho. Sem a participacao de cada um
deles, este projeto nao seria possivel.

Bons estudos!

Prof. Dr. José Carlos Eidam
Coordenador do POTI/TOPMAT - 2024
Departamento de Matemdtica - UFPR
Janeiro de 2024
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Introducao

Este livro apresenta um modo especial de se fazer Matematica.
O contetdo é basicamente o mesmo que vocé vé na escola, mas em
uma abordagem mais aprofundada e, por vezes, acompanhada de
algum formalismo que provavelmente serda uma novidade para voceé.
No entanto, o principal propésito ndo é expor contetidos, mas de
conduzi-lo num treinamento em Matemdtica Olimpica.

Mas... Em que consiste essa tal Matemética?

Do ponto de vista do contetido, tudo o que vocé precisa para re-
solver problemas de olimpiadas de Matemaética estd disponivel nos
livros didaticos escolares ou, mais raramente, em livros mais avan-
cados. Todavia, saber todos esses contetdos, com suas férmulas,
teoremas e proposigoes, nao garante de forma alguma o sucesso na
resolucao dos problemas. Mesmo os seus professores na escola e tam-
bém nés, graduandos em Matematica e de outros cursos de Exatas,
frequentemente ficamos travados diante de uma questao de olim-
piada, sem que todo o nosso conhecimento matematico possa nos
prestar qualquer auxilio. Ou seja, estar bem informado nunca é o
suficiente por aqui.

De modo geral, para se preparar para o enfrentamento de pro-
blemas matematicos, nada melhor que... enfrentar problemas mate-
mdaticos!

O que torna a matemética olimpica especial ndo é um conjunto
de conhecimentos, mas o modo de lidar com eles, forcando o estu-
dante a relacionar conteidos entre si, mudar um ponto de vista que
lhe era muito familiar e buscar estratégias de resolugdo. Problemas



olimpicos lhe arrancam daquele comodismo do tipo “eu ja sei, ja
estudei isso”. Aqui, vocé ja sabe tudo o que precisa saber, mas nao
saira do lugar se nao se arriscar em caminhos de raciocinio nao ha-
bituais. E essa descricdo nao estd aqui para desestimuld-lo. Pelo
contrario, queremos mostrar que problemas olimpicos sdo instigan-
tes justamente porque sdo dificeis e inesperados. Afinal de contas,
resolver problemas olimpicos é como um jogo — e vocé sabe como
jogos podem ser desafiadores, ndo é mesmo?

E por conta desse espirito de Matematica Olimpica que opta-
mos por incluir no material muitos problemas — retirados de di-
versas olimpiadas e livros ou elaborados por nés mesmos. Este é
essencialmente um livro de treinamento e enfrentamento de proble-
mas matemdticos, ndo de exposicio de contetidos. Os conteiidos
(tanto aqueles que vocé ja tem na escola quanto alguns novos que
lhe apresentaremos) s6 serdao introduzidos na medida em que forem
necessarios para resolver as questoes. Nés o ajudaremos com exem-
plos, modelos de estratégias de resolugdo, dicas de organizagdo do
raciocinio, entre outras coisas. Porém, o mais importante é que
vocé — por conta prépria — faga muitos exercicios, mesmo aqueles
que estao resolvidos. E lembre-se sempre do ditado: a pratica leva
a perfeicao.

Equipe POTI/TOPMAT
Nivel 8
2024



Aula 1

Equacoes do Segundo
Grau

1.1 Introducao

Uma equacao do segundo grau, ou equagdo quadratica, ¢ uma
equacao da forma

az? +bxr+c=0,

com a,b,c € R, a # 0 e z é uma varidvel real a ser determinada.
Dessa forma, sdo exemplos de equagoes do segundo grau:

e 224+12=0

e 222 +5=0

e 322 4+5x4+2=0

As solucoes de uma equacgao do segundo grau, ou seja, os valores
de z tais que az?+bx+c = 0 podem ser obtidos de diferentes manei-

ras. Primeiramente, apresentaremos métodos de resolucao eficazes
para equagoes do segundo grau incompletas.



1.2 Equacgoes do Segundo Grau Incompletas

Trabalharemos nessa secao a resolugao de uma equagao do se-
gundo grau quando um dos seus coeficientes é nulo. Entao seja a
equacio az’+br+c=0,coma,b,c € Rea # (. Temos os seguintes
casos:

e Seb=0:

ar’ +br+c=0=ar’+c=0
2

= ar® = —c
c
=p?=—=
a

c

=T =44 ——.

a

E assim determinamos as solugbes da equagdao dada quando
b=0.

Exemplo 1.1. Resolva a equacio 222 — 16 = 0.

Solugao:
202 — 16 =0 = 22> = 16
16
2
=z2="=38
T
=7 =4V8=4V22.2
=z = +2V2.
e Sec=0:

Nesse caso apenas colocamos x em evidéncia e analisamos as
parcelas do produto, como segue:

ar’ +br+c=0=ax’+br=0
=z (ax +b) =0.



Dessa ultima igualdade, obtemos que £ = 0 ou axz +b = 0. Do
segundo caso temos que:

ar+b=0=azx =-b

b
=z=—-.
a

Portanto, quando ¢ = 0 as solugoes da equacao dada sdao x =0

er =——.
a

Exemplo 1.2. Resolva a equacao 322 — 4z = 0.

Solugao:

322 —4rx=0=x-(3z—4) =0.

4
Entéotemosquex:OOu3x—4:0:>3x:4:>x:g.

W =

Portanto, as solugoes da equacdo dada sdo x =0 e x =

Agora vamos trabalhar com métodos resolutivos que funcionam para
equagoes completas e incompletas, a comegar pelo método de com-
pletamento de quadrados, como segue.

1.3 Completamento de Quadrados

O método de completar quadrados consiste em reescrever a equa-
¢ao dada de forma que apareca em um dos lados da igualdade o qua-
drado de uma soma ou de uma diferenca para que possamos aplicar
a raiz quadrada em ambos os lados e isolar a incognita.

Exemplo 1.3. Resolver a equacio 2 — 6z — 8 = 0.
Solucao:

Somando 8 dos dois lados temos x? — 62 = 8. Agora queremos
manipular essa equacado de forma a obtermos o quadrado de uma



diferenca do lado esquerdo. Entao temos:

22— 6br=8=22-2.2-3=38
=22 —-2.2-3+3% =843
= (z -3 =17..

Entao x — 3 = £+4/17 e, portanto, as solugoes da equagdo dada sao:
1 =3—V17exy =3+ V17.

Observe que, ao aplicarmos o método de completar quadrados
em uma equacao do segundo grau com coeficientes determinados,
chegamos as solucbes numéricas dessa equacdo. Porém, também
podemos completar quadrados numa equagio do segundo grau com
coeficientes arbitrarios, ou seja, desconhecidos. Neste caso, obtere-
mos as solucdes da equacdo em funcado de seus coeficientes, resul-
tando na relacdo que conhecemos por Féormula de Bhaskara. Vamos
fazer isso a seguir.

1.4 A Fé6rmula de Bhaskara

Considere a equacio az? 4 bx + ¢ = 0. Conforme procedemos na
secdo anterior num caso particular, vamos aplicar nela o completa-
mento de quadrados para obter uma férmula para encontrarmos os
valores da varidvel x em fun¢do dos coeficientes a,b e ¢, conforme
segue: subtraindo ¢ em ambos os membros, temos az? + bxr = —c.

Repare que, como queremos isolar o valor de x, nao podemos ter
a constante a multiplicada a ele, entao vamos dividir toda a equacao
por a para obtermos:

Agora vamos manipular a equacdo de forma a obtermos do lado

4



esquerdo o quadrado de uma soma:;:

o bx ¢ 9 b &
a a 2a a

=224+2.2 i+ b 2——5-1- i 2
2a 2a a 2a
A
o 2]  a  4a2
N +b 2 —4ac+b2
T+ —| =——+ —
2a 4a? 4a?
N +b 2 b2 — dac
T+ —] =—-..
2a 4a?

Note que se b?> — 4ac for um nimero negativo, a equacdo dada nio
terd solugdo, pois de um lado teremos o quadrado de um nimero
real (sempre nao-negativo), e por outro lado, um niimero negativo,
porque 4a® > 0 para qualquer valor de a # 0. Caso tenhamos
b? — 4ac > 0, entdo obtemos:

b b2 — 4ac
B N
T 2a 402
isto é,
—b+ Vb2 —4dac
T = .
2a

Por convencdo, chamamos o nimero A = b? — 4ac de discriminante
da equacado quadratica. Portanto, as solugdes de uma equacio do
segundo grau sao da forma:
—b— VA —b+ VA
rN=———— ou Ig=——.
2a 2a
Resumindo, temos que a quantidade de solucgoes distintas de uma
dada equacao do segundo grau depende do sinal do discriminante,
como exibimos abaixo:



e Se A < 0, ndo existem solugoes reais.
e Se A =0, existe somente uma solugio real (Por qué?).
e Se A > 0, existem duas solugoes reais distintas.

Exemplo 1.4. Resolva a equacio 22— 6z —8 = 0 usando a Férmula
de Bhaskara.

Solugao:
Note que se a equacdo z2 — 6z — 8 = 0 esta escrita na forma
az® +br 4+ c¢ =0, entdo temos que a = 1, b = —6 e ¢ = —8. Pela

Férmula de Bhaskara temos:

—b+ Vb? — 4ac
2a
(6 & VO LT ()
N 2.1

_ 6+4/36+32
- 2

~ 6+/68

a 2
6417

Tr =

2
6+ 217 —

Portanto, as solucbes sdao z1 = 3 — V17T e 9 = 3+ V/17. Note
que as solugdes condizem com as obtidas anteriormente através do
processo direto de completamento de quadrados.

Outra maneira de encontrarmos as solu¢oes de uma equagao do
segundo grau é através do Método de Soma e Produto, que veremos
a seguir.

1.5 Meétodo de Soma e Produto

Como vimos anteriormente, as solugbes para uma equagao do
tipo ax? + bx + ¢ = 0 sdo:



—b— VA

xr1 =
2a
—b+ VA
T9g = ———
2a

Note que se efetuarmos a soma das solugoes teremos:

T1+ a2 = <_b_\/Z> + <_b+\/5>

2a 2a
2 _ b
2 a”

E efetuando o produto temos:

(425 (459

2a 2a
b2 — A2
 4a?
b — (b — dac)
4a?
B b2 — b? + 4dac _dac ¢
N 4a? T 442 a”

Ou seja, dada uma equacao da forma az? 4 bx + ¢ = 0, uma maneira
alternativa de encontrar as solugdes é encontrando os ntimeros reais
T1 e x2 tais que:

b

c
T1+Tog=——€x Ty = —.
a a

Exemplo 1.5. Encontre as solucoes da equacio z2 + 9z + 14 = 0
pelo método de soma e produto.
Solucao:

Queremos encontrar x; e o tais que:

Qo
|

e 1+ T2 =— ——%2—9

° $1-3§‘2:§:H:14



Por inspecdo, temos que os Unicos valores de x1 e xo que atendem
ambas as identidades acima sdo z1 = —2 e x93 = —7 e, portanto,
essas sao as solucgbdes da equacao dada.

Podemos enunciar o Método de Soma e Produto com a seguinte

Proposicido 1.1. z; e x5 sio raizes da equacdo az? + bx +c = 0
se, e somente se, x1 +T9 = —— € T To = <

a a
Demonstracgao:

Por um lado, se x; e x5 sdo raizes da equacao do segundo grau
ax? + bx 4+ ¢ = 0, entdo como ja vimos anteriormente, temos que
(131—|—.%'2:—g ex1~a:2:§.

Por outro lado, supondo que x1 e o sdo dois ntmeros tais que
1+ T2 = —2 e 1Ty = <, Na equacdo ar? + bx + ¢ = 0 vamos
colocar a em evidéncia (o que pode ser feito pois a # 0), e assim

teremos o seguinte:

5, bx ¢
a-{z+—+—-| =0,
a a
ou ainda,
b
a- |22 —[—= 33+E =0

Identificando a soma e o produto dos nimeros 1 € x3, e substituindo-
os com base na igualdade acima, temos:

2

a-lz°—(z14+z2) - z+x1-22] =0,

isto é,
a-(x—ux1) (x—x2) =0.

Note que, como az? + bz + ¢ = 0 é equacio do segundo grau, temos
que a # 0. Portanto, da igualdade acima, concluimos que z—x1 = 0
oux—xo = 0 e, com isso, os valores de x que sao solugdes da equacao
dada sdo x = x1 e x = x9. Disso temos que x1 e x9 sdo raizes da
equacao dada.

Veja que a segunda parte dessa demonstracdo sugere também o
seguinte resultado:



Proposicdo 1.2. z; e xo sdo rafzes da equacdo az® + bz + ¢ = 0
se, e somente se, ax® +br +c=a- (r —z1) - (z — x9).

Demonstracgao:
Por um lado, basta considerar a equacio az? + bz + ¢ = 0, por
a em evidéncia e substituir z1 + z9 = —g e x -T2 = %, como ja

fizemos anteriormente.

Por outro lado, supondo ax? + bz +c = a- (z — x1) - (z — 22),
basta substituir z por x1 ou por x2 no segundo membro da igualdade
acima para verificar que ele se anula. Logo x1 e x2 sdo as raizes da
equacdo quadratica.

1.6 Um Outro Método

Uma vez que estabelecemos em se¢bes anteriores os métodos da
Férmula de Bhaskara, e o de Soma e Produto, vamos unir essas
ideias num método para resolver equacdes do segundo grau

ar® + bz +c=0,

conforme as ideias do Prof. Po-Shen Loh: Como ja sabemos, pela
Férmula de Bhaskara podemos reescrever as solugoes conforme se-
gue:

—b+ Vb? — 4ac b b2 — 4dac b
z = =ty ————=—— ta.
2a 2a 4a? 2a
Portanto, se 1 e xo resolvem a equacao do segundro grau acima,
temos que x; = —b/(2a) —a e x9 = —b/(2a) + . Chamando a soma
dessas raizes x1 +x2 de 5, e o produto delas z; - x2 de P, temos que
o numero « é solucdo da equagao

S S c
(2_a>.<2+a>:gj1.x2:a:P7

ou ainda



que possui simples solucdo. E com isso, as solu¢des da equagao dada
sao

Vamos ilustrar o método acima com o seguinte

Exemplo 1.6. Resolver a equacdo 22> — 5z + 3 = 0 pelo método
de Po-Shen Loh.
Solugao:

Calculando a soma e o produto das raizes pedidas, temos S =
—(=5)/2=5/2 e P = 3/2. Para encontrarmos «, devemos resolver

ou
2% 31
16 2 16
Portanto, as raizes procuradas sdo
5 1
= - — _— = 1
Ty Ve T o
e
L0 T3
T Vi1e 2

1.7 Equacoes Quadraticas com Mébdulo

Seja x € R. Definimos seu modulo da seguinte maneira:

z, sex >0
x| =
—z, sex <0
Pela definicdo de modulo, temos:

e |0] =0 porque 0 > 0.

10



e | —2| =2 porque —2 < 0.

e |15/ =15 porque 15 > 0.

Proposicao 1.3. Seja x €, entéo |z| > 0.

Demonstracgao:
Dividiremos a demonstracdo em dois casos:

e Sex < 0, entdo |z| = —z. Mas se z < 0, entdo —z > 0 =
|z| > 0.

o Sex >0, entdo |z| =z > 0.

Com isso mostramos que para todo = € R, temos |z| > 0. O
Exemplo 1.7. Mostre que |z2| = |z|?.

Solugao:
Primeiro vamos demonstrar a igualdade para x < 0 e, em se-
guida, para = > 0, da seguinte forma:

e Sex <0: |2?=2%=(—2)*= |22

e Sex>0: |z% =22 = |22

Assim mostramos que |22| = |z|2. O
Proposicao 1.4. Se z € R, entao |z| = Va2, (Por qué?)

Seja a € R. Vamos analisar as soluc¢oes de |x| = a com base no
sinal de a:

e Se a < 0 ndo existe solu¢ao para |r| = a, pois |z| > 0 para
todo z € R.

e Se a = 0, entdo |z| = 0. Temos que z = 0 é solucdo, pois
|0] = 0.

11



e Se a > 0, entdo:

lz| = a = |z|> = a®
= 2% =a?
=22—-ad>=0
= (z—a)-(x+a)=0
=zx—a=0ouzxz+a=0

= Tr=aouxr=—a..

Uma vez que o valor de |z| é diferente para x negativo e x nao-
negativo, problemas que envolvem igualdades com médulo exigem
a analise de cada caso separadamente, como segue.

Exemplo 1.8. Resolva 2z + 1| = 3.

Solugao: Primeiramente, vamos igualar o termo 2x + 1 a zero e
descobrir quais valores de x tornam a expressao negativa, nula ou
positiva:

2z24+1=0=2z=-1

Sp= i
2
Com isso temos os seguintes casos:
e Sex < —%, entdo 2z +1 < 0= |2z + 1| = —(2z + 1), dessa

forma temos:

2r+1=3=—-2x+1)=3
= —2r—-1=3

= 2x=14
4
Sr=—3
=x=—-2.
R C 1
Repare que © = —2 atende a restricao inicial, de que z < —5
Entao x = —2 é uma solucao.
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1
e Sex > ok entdo 2z +1 > 0 = |2z + 1| = 22 + 1. Dessa forma
temos:

2241 =3=22+1=3

= 2r =2
2r 2
2 2
=z =1.

Note que x = 1 atende a restricdo desse outro caso, de que

1
T > —5 Entdo x = 1 é a outra solugao da equagao dada.

Exemplo 1.9. Resolva |z — 1| = —T7.

Solugao:
Como vimos anteriormente, se k € R, entdo |k| > 0. Ou seja, se
|z — 1| > 0, entdo |z — 1| = —7 ndo possui solugao.

Problemas Propostos

° | | ¢ | *
Facil | Médio | Dificil | Desafio

1. ® Encontre as solucdes da equacio 222 — 4z +2 = 0 utilizando
a féormula resolutiva de Bhaskara, em seguida, utilizando o
Método de Soma e Produto, e por fim pelo método de Po-
Shen Loh.

r—1 x—2_5

x—2+x—1_2‘

2. @ Resolva a equagao

3. ® Resolva a equacgdo (3z —2) — (z — 3)2 + 11 = 0.
4. ® Resolva a equagio =2 + 4|z| — 12 = 0.

5. @ Paulo cercou uma regido retangular de &rea 28m? com 24
metros de corda. Encontre as dimensoes dessa regiao.
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10.

11.

12.

13.

14.

3
Resolva a equagao T = sabendo

r—2 x-1 72 — 31+ 2
que > 2.
Resolva a equagio 2|22 — 1| = |4 — 22|
Sabendo que a equacido do segundo grau az® + ax + 1 = 0

possui uma raiz de multiplicidade 2, encontre o valor de a.

(SBM) Eu compraria algumas garrafas de um bom vinho
por 540 reais. Por ter obtido um desconto de 15 reais no
preco de cada garrafa, consegui comprar 3 garrafas a mais do
que previra originalmente (gastando exatamente 540 reais).
Quantas garrafas de vinho comprei?

(Cefet - RJ - 2014) Para qual valor de a a equagao (x —2) -
(2ax — 3) 4+ (x — 2) - (—ax + 1) = 0 tem 2 rafzes iguais?

Sabendo que x é um nimero real que satisfaz

determine os valores possiveis de x.

Dizemos que uma sequéncia de nimeros a,, satisfaz a relagao
de Fibonacci se, para todo n > 0, temos que

An+2 = Qp4+1 + Ap..

Encontre todas as sequéncias a,, da forma a,, = ™ para algum
x # 0 que satisfacam a Relagdo de Fibonacci.

Mostre que se b é um inteiro nao negativo, entdo a equacao
22 + bx + 17 = 0 néo possui raiz inteira positiva.
zt 1

¢ Se 22 — 4z + 1 = 0, determine o valor de E = ——-
>+
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15.

16.

17.

18.

¢ Numa reuniao havia pelo menos 12 pessoas e todos os pre-
sentes apertaram as maos entre si. Descubra quantas pessoas
estavam presentes na festa, sabendo que houve menos que 75
apertos de mao.

¢ (Banco de Questoes da OBMEP 2014, nivel 3, questao 22):
Sejam a e b nimeros inteiros positivos tais que a > b. O
professor Matheus disse ao aluno Raul que se ele calculasse
o nimero A = a® 4+ 4b + 1, o resultado seria um quadrado
perfeito. Raul, por engano, trocou os nimeros a e b e calculou
o ntmero B = b> 4+ 4a + 1 que, por acaso, também é um
quadrado perfeito.

a) Mostre que A = (a + 1)2.

b) Encontre os nimeros a,b, A e B.

¢ (Banco de Questoes da OBMEP 2010, nivel 3, questao 24,
itens (a) e (b)): Briot (matemaético inglés, que viveu de 1817
a 1882) e Ruffini (matemadtico italiano, que viveu de 1765 a
1822) desenvolveram métodos para encontrar solugoes para as
equagoes chamadas reciprocas. Nesta questdao vocé vai desen-
volver, passo a passo, a esséncia desses métodos.

1 1

a) Se y = x + —, calcule as expressoes x2 + — em termos de
x x

.

b) Determine todas as raizes reais da equacio x> — 5x + 8 —

5 1

-+ —==0.

T + x2

¢ (Banco de Questoes da OBMEP 2010, nivel 3, questao 16):

Se 3 e = sdo as raizes da equacdo az® — 6z +c =0, qual é o

valor de a + ¢?

a) 1

15



18
dq) =2
) 5
e) -5

19. 4 (Banco de Questoes da OBMEP 2010, nivel 3, questao 81,
Adaptada): Sobre a equacdo 202023 + 201922 4 2018z = 0, é
correto afirmar que:

a) Nao possui raizes reais;
b) Possui trés raizes reais distintas;
c¢) Possui duas raizes iguais;
d) Possui apenas uma raiz real
20. % Um pequeno agricultor dispunha de 100m de tela, com a
qual pretende cercar uma pequena horta retangular. O ob-

jetivo do agricultor é determinar as dimensoes da horta para
que sua area nio seja menor que 600m?2.

21. % (CN - 88) A equacdo do 2° grau 22 — 2z +m = 0, m < 0,
tem raizes 1 € zo. Se a:’f_g + xg_Q =ae a;?_l + xg_l = b,
entdo a7 + x4 é igual a:

a) 2a + mb
b) 2b — ma
c) ma + 2b
d) ma —2b
e) m(a — 2b)

Dicas e Solugoes

1. x =1 é raiz de multiplicidade 2.
2. x=0o0ux=3.

3. x=0o0ux=09.
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r=—-2oux=2.

Primeiramente, veja que se a e b sdo os lados do retangulo,
entdo 2a+2b=24ea-b=28.

6. x = 3 é a tnica solugao.
7. 2=—V2o0uz=+2.
8. a=4.
9. Foram compradas 9 garrafas.
10. a = -3 oua=1.
1+
11. =z = \6
2
12. Na relacao dada, substitua a, por ™ e coloque =" em evidén-

13.

14.

15.

16.

cia.
Analise o discriminante.

Repare que da equacdo x? —4x + 1 = 0 é possivel obter 24 + 1
e x® + .

A parte principal do problema é encontrar uma expressao que
represente o nimero de apertos de mao. Suponha n = niimero
de pessoas e p = nimero de apertos de mao, em seguida, conte
o numero de apertos que cada pessoa deu, tomando cuidado
para nao contar apertos repetidos. Apds fazer isso, p podera
ser escrito em funcao de n e serd possivel concluir que haviam
12 pessoas presentes na festa.

a) Conclua que a? < A < (a + 2)? e, portanto, A = (a + 1)2.

)
b) Conclua que (b+1)? < B < (b+ 4)%2. Em seguida, mostre
que é impossivel que B = (b + 2)? e, portanto, B = (b + 3)2.
Disso segue que b=4,a =8, A=9%e B=T>.
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17. a) Na expressao dada, eleve os dois lados ao quadrado e isole
2
b) Use o resultado obtido no item a). As solugdes sdo = = 1,

3=V 3+5

ex
2 2
18. Alternativa d).

19. Alternativa d).

20. Sejam a e b os lados do retdngulo. Primeiro note que:
(i) 2a + 2b = 100
(ii)a - b > 600

Isole uma incégnita em (i) e substitua em (ii), obtendo uma
inequagdo. Se vocé isolar b, por exemplo, obtera a inequagao
—b% + 500 — 600 > 0. Tente reescrever essa inequacio de uma
forma conveniente para determinar para quais valores de b a
inequagao é satisfeita.

21. Alternativa b).
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Aula 2

Polinoémios

2.1 Introducao

Nessa aula estudaremos a defini¢ao, solucao, igualdade e divisao
de polinémios, bem como alguns teoremas relacionados.

2.2 Definicao de Polinémio

Definigao 2.1. Uma fung¢ao polinomial ou simplesmente polind-
mio é toda funcao definida pela relagao:

P(:IZ) :an‘xn‘i‘an—l’xn_1+an—2'$n_2+...+a2':112+a1‘.’E—i—ao.

onde: an,Gp_1,0dn_2,...,02,a1 € a sAo numeros reais chamados coe-
ficientes, n € N e x € R.

Sao exemplos de polinémios:
e P(x)=5

o F(x)=3x+2

o G(r)=2%+22

o H(z)=a*—2%+1022 +1
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2.3 Definicoes basicas

2.3.1 Grau de um polinémio
Definigao 2.2. O grau de um polinémio é o maior expoente que
esse polinémio possui.

Ou seja, se a, # 0, dizemos que o polindémio
P@)=ap-2"+apn1- 2" 1 +apo-2" 2+ ... +az- 2% +a1-x+ag

possui grau n, denotamos também por gr(P) = n.
Exemplos:

e P(x) = 5 é um polinémio constante, ou seja, de grau 0, ou
gr(P) =0.

o F(x) = 3z + 2z é um polinémio do primeiro grau, ou entao,
de grau 1, ou gr(F) = 1.

e G(v) = 2%+ 2z é um polindmio do segundo grau, ou entdo, de
grau 2, ou gr(G) = 2.

e H(z) = 2* — 23 + 1022 4+ 1 é um polindémio de grau 4, ou
gr(H) = 4.

Observagao: Se P(x) = 0, nao definimos o grau do polinémio,
mas podemos dizer que P(z) = 0 é o polinémio nulo, pois todos
os seus coeficientes sdo iguais a zero.

2.3.2 Valor numérico

Defini¢ao 2.3. O valor numérico de P(x) para x = a é o ntimero
que se obtém substituindo z por a e efetuando as operagoes da
relacdo que define o polinémio P(x).

Exemplo 2.1. Se P(z) = 23 + 322 + 10, encontre o valor numérico
de P(z) para z = 2.

20



Solucao:
P(2)=2%+3-22 410 =8+ 12+ 10 = 20.

Exemplo 2.2. Encontre o valor numérico de P(z) = x3 + 1022 +
2x 4+ 5 para x = 2.

Solugao: Substituindo x por 2 no polinémio dado, temos:

P(2)=2410-224+2-245
=23410-224+2-2+5
—8+40+4+5
= 57.

Observagao: Se P(a) = 0, dizemos que a é um zero ou uma raiz
de P(z). Por exemplo, no polinomio P(z) = z? — 3z + 2 temos
P(1) =0. Logo, 1 é raiz ou zero desse polinémio.

2.3.3 Multiplicidade das Raizes de um Polin6mio

Definicdo 2.4 (Multiplicidade das Raizes de um Polinémio). Se
um polinémio P(x) possui uma raiz r de multiplicidade m, entao
P(z) = (z—r)" Q(z), com Q(r) # 0.

Observagao: na definigdo acima, temos Q(r) # 0 para garantir que
P(x) ndo possua mais nenhum fator x — r, pois Q(x) nao se anula
com x = 7.

Exemplo 2.3. Determine a multiplicidade de todas as raizes de
P(z)=(z—4)? (z+ 1) (z-1).

Solugao: 4 possui multiplicidade 2, -1 possui multiplicidade 4 e 1
possui multiplicidade 1 (ou multiplicidade simples).

2.4 Igualdade de polinémios
Dizemos que dois polinémios A(z) e B(z) sao iguais quando

assumem o mesmo valor numérico para qualquer valor de z. Ou
entdo, A = B se A(a) = B(a) para todo valor de a. A condigdo
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para que dois polindbmios sejam iguais é que os coeficientes dos
termos correspondentes sejam iguais.

Exemplo 2.4. Calcule a,b e ¢ sabendo que 22 + 2z +1=a- (2? +
z+1)+(bz+c) (z+1)
Solugao: Primeiramente vamos desenvolver a expressao do lado
direito da igualdade para explicitar os coeficientes:
P42 +1=a-(2+z+1)+0br+c) (z+1)
—ar’tar+a+br®+br+cr+c
= (a+b)x* + (a+b+c)x + (a + ).

Agora podemos igualar os coeficientes dos termos correspondentes
da seguinte forma:

?=(a+ba=a+b=1 (2.1)
2r=(a+b+c)r=a+b+c=2 (2.2)
at+c=1 (2.3)

Substituindo (1) em (2) temos:
a+b+c=2=14+c=2=c=1.
Substituindo ¢ = 1 em (3) temos:
a+c=1 = a+1=1 = a=0.

Por 1ltimo, substituindo @ = 0 em (1) obtemos que b = 1. Entéao
temosa=0,b=1ec=1.

2.5 Divisao de poliné6mios

2.5.1 Introducao a Divisao de Polinémios

Assim como fazemos com ntmeros inteiros, podemos efetuar a
divisdo entre polinémios, estabelecendo um quociente e um resto.

Entao sejam dois polinémios P(z) e D(x), com D(z) nao-nulo.
Efetuar a divisao de P(x) por D(z) é determinar dois polindémios
Q(x) e R(x) que satisfagam as duas condi¢oes abaixo:
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1. P(z) = D(z) - Q(x) + R(x)

2. gr(R) < gr(D) ou R(z) =0

Nessas condigoes, dizemos que P(x) é o dividendo, D(x) é o divisor,
Q(z) é o quociente e R(x) é o resto.

Defini¢ao 2.5 (Divisao Exata). Se R(x) = 0, dizemos que que a
divisdo é exata ou que D(z) divide P(z), ou ainda, que P(x) é
multiplo de D(z).

Existem diferentes métodos para efetuar a divisao entre dois po-
linébmios. A seguir vamos explicar por partes o método das chaves
com um exemplo numérico.

2.5.2 Método da Chave

Para facilitar o entendimento desse método, vejamos inicial-
mente exemplos numéricos de divisao de polinémios. Vamos efetuar
a divisio de P(z) = 52° — x + 1 por D(z) = = + 2.

e Passo 1: Dividir o termo de maior grau do dividendo pelo
termo de maior grau do divisor e, em seguida, multiplicar
o quociente obtido por todo o divisor e subtrair o resultado
do dividendo (assim como fazemos na divisdo de ntimeros
inteiros com o algoritmo da divisdo).

e Passo 2: Repetir o passo anterior dividindo o resto obtido no
Passo 1 pelo divisor. Faca isso até que o grau do resto seja
menor do que o grau do divisor, como segue:
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5P -z +1‘m+2

— 52° — 10z* | 5% — 1027 + 2022 — 402 + 79
— 10z*
10z + 2023
2023
— 202° — 4022
—402®> -z
4022 4 80z
9 +1
— 79z — 158
— 157

Logo, temos que Q(z) = 5x*—1023+202%—40x+79 e R(z) = —157.
Com isso, podemos escrever P(x) = 52° —x + 1 = (z + 2)(5z2* —
1023 + 2022 — 402 4 79) — 157.

Vejamos, a seguir, outros exemplos de divisdo de polindémios pelo
método da chave.

Exemplo 2.5. Efetue a divisio de P(x) = 423 + 322 + 2 — 8 por

D(z)=z—1.
dg3 + 322 +2x—8|lz—1
— 43 + 422 422 +Tx + 8

Solugao:

T2 4z

— T+ Tx
8r —8
—8x+8

0

Onde o quociente ¢ Q(x) = 42® + Tz + 8 e o resto é R(z) = 0.
Note que se R(z) = 0, entao temos uma divisdo exata. Nesse caso
dizemos que P(x) é multiplo de D(x) e Q(x), ou ainda, que Q(x)
e D(x) sado divisores de P(z). Portanto, podemos escrever P(x) =
D(z) - Q(z) =423 +322 +2 — 8= (x — 1) - (42% + T2 + 8).
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Exemplo 2.6. Efetue a divisio de P(z) = 6z* + 222 + 2 + 1 por

D(z) = z* +3.
6zt +222+x +1|22+3
— 62t — 1822 622 — 16

Solugao:

— 16224+ +1
1622 +48
T + 49

Onde o quociente ¢ Q(x) = 622 —16 e o resto é R(z) = x+49. Com
isso, podemos escrever P(z) = D(z) - Q(x) + R(z) = 6z* + 222 +
x4+ 1= (22 +3)- (622 —16) + z + 49.

2.5.3 Divisao de um polinédmio por um binémio da
forma az + b

Primeiramente, lembremos que um binémio é um polinémio de
grau 1, com dois coeficientes, da seguinte forma: B(x) = az + b,
com a,beReaz#0.

Veremos, nessa se¢ao, uma forma mais simples de obter o resto
da divisdo de um polinémio P(z) por um bindémio da forma ax + b.
Para exemplificar, faremos a seguir a divisao de P(z) = 422 —22+3
pelo binémio B(z) = 2z — 1:

422 —2x + 3|22 — 1
—42?% + 2x 2x
3

Note que temos o resto R(x) = 3. Encontremos agora a raiz de
B(xz) =2z —1:

2r —1=0=2z=1

N 1
T =_.
2
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Calculemos agora P <2):

1
P<2)24ﬁ—ax+3

2

2 2
1 2
=4 (>)-Z2+3
<4) 2"
4
=——14+3
1 +
—1-1+3
1

Note que R(x) = 3 = P (2
2x — 1.

Uma divida interessante a respeito disso é a seguinte: o resul-
tado acima é uma coincidéncia ou sempre acontece? Veremos a

seguir outro exemplo, encontrando o resto da divisao de P(x) =
3z% — 222 + 2 pelo binémio B(z) = 3z + 1:

3z — 222 +2|3x+1
— 323 — 22 xz—:n—i—%
— 322
322+

T+ 2
1

>, onde 3 ¢ a raiz do divisor B(z) =

WU (W

5
Note que R(z) = 3" Encontremos agora a raiz do divisor B(x) =
3x+1:

3r+1=0=3z=-1

N 1
T=—c.
3
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= g+2
27T 9
_ 1 2 18
9 9 9
—-1-2+18
N 9

_ b

9

_5

=5

) 1 1
Note que nesse caso também temos R(z) = 3= P (—3), onde —3

é a raiz do divisor B(x) = 3z + 1.
De fato, isso é algo que sempre acontece e, com isso, temos o
Teorema do Resto, que serd enunciado a seguir.

2.5.4 Teorema do Resto

Teorema 2.1 (Teorema do Resto). O resto da divisao de P(x) por
D(z) é igual ao valor numérico de P(x1), onde z1 é a raiz do divisor
D(z).

Demonstragdo: Seja a divisao de P(z) por D(z), onde Q(z) é
o quociente e R(x) é o resto. Se D(z) for um binoémio tal que
D(z) = ax + b, encontremos primeiramente a raiz de D(x):

D(z)=0=ax+b=0
= ar = —b



Assim, concluimos que x = —g é raiz de D(x), ou seja, D (Z) =
0.

Lembremos que, na divisdo de P(z) por D(zx), sempre temos
gr(R) < gr(D). Ou seja, se D(x) possui grau 1, entdo R(x) possui
grau zero e, portanto, o resto é uma constante tal que R(z) = k,
com k € R. Considerando agora a divisao de P(z) por D(x), temos

que P(z) = D(x) - Q(x) + k. Substituindo x por —— nessa ultima
a

igualdade, temos:

b

Com isso, temos que P | —— | = k, onde k é o resto da divisdao de
a

P(x) pelo bindémio D(z) = ax + b.

Exemplo 2.7. Decida se P(z) = 623 + 522 + 2x + 1 ¢ divisivel pelo
binémio D(z) = 3z — 1.

Solugao: Uma forma de resolver o problema é efetuando a divisao
com o método da chave, da seguinte forma:

62 + 522 +2x +1|3x—1
— 623 + 222 21:2—1—%:64—%3

T2 4+ 2x

— Tx? +%x
13—396 +1
_Ex_i_ﬁ

3= 9
22

9
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Note que o resto obtido é R(x) = 9 # 0 e, portanto, P(x) nao é
divisivel por D(x).
Outra forma, bem mais simples, de resolvermos o problema, é
obtendo o resto por meio do Teorema do Resto, da seguinte maneira:

e 1° passo: Calculamos a raiz do divisor:
D(z)=0=3z—-1=0
=3r=1

N 1
x=—.
3
1
e 292 passo: Calculamos P (3):

r(3)-o () 05 () on ()

1 12
=6 = +5--+-+1

27 9 3
219 3
25 6 9
9 9 9 9
2454649
B 9
2
9
1 22
Usando o Teorema do Resto, temos que P (3) =35 = R(z) e,

como o resto é diferente de zero, temos que P(z) nao ¢ divisivel por
D(z).

Exemplo 2.8. Encontre o resto da divisdo de P(z) = 3z* — 2% +2
por D(z) =2z — 1.

Solugao: Vamos usar o Teorema do Resto. Para isso, encontrare-
mos primeiramente x1, que é a raiz de D(z). Em seguida, calcula-
remos P(x1) e usaremos a relacao enunciada no Teorema do Resto,
como segue:
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o 12 passo: encontrar a raiz de D(z):

D(z)=0=2xr—1=0
=2r=1

N 1
T =_.
2

DN |
~__

e 292 passo: calcular P (

P(i):3'€§)i‘<§)3+2

-3. —_-49
16 8+

BERNERN
16 16 16
3 -2+32
16
3
S 16
. 1
Por fim, o Teorema do Resto nos diz que P <>

2
33
isso, o resto da divisao é R(z) = 6
2.5.5 Divisao de um polindmio por um binémio da
forma = + b

Um caso particular do Teorema do Resto se d& quando temos
uma divisao de P(x) pelo binémio D(z) = ax + b, onde a = 1.
Nesse caso, temos a divisao pelo bindémio D(x) = x+b. Aplicando o
mesmo raciocinio utilizado na demonstragdo do Teorema do Resto,
temos o resultado que segue.

Seja a divisdo de P(x) pelo bindémio D(x) = x+b, com quociente
Q(x) eresto k, com k € R (k € R pelo motivo que ja foi explicado na
demonstragao do Teorema do Resto, na ultima se¢do). Entao, vamos
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determinar o resto k£ dessa divisdo usando o Teorema do Resto, da
seguinte forma:

o 12 passo: encontrar a raiz de D(z) = x + b:

D(xz)=0=2+b=0
=z = —b.

o 29 passo: calcular P(—b):

=0-Q(~b) +k
= k.

Com isso, temos que, dada a divisdo de P(z) pelo binémio D(z) =
x + b, o resto da divisdo é k = P(—b), o que sugere o teorema a
seguir.

2.5.6 Teorema de D’Alembert

Teorema 2.2 (Teorema de D’Alembert). A divisdo de P(z) pelo
binémio D(z) = = + b deixa resto k = P(—b).

Exemplo 2.9. Prove que se x; é raiz do polinémio P(x), entao
P(x) é divisivel por x — x7.

Solugao. Essa afirmagcao é uma consequéncia do Teorema de D’Alembert.
Veja que se z; é raiz de P(x), entdao P(z1) = 0. Pelo Teorema do
Resto, temos que P(z1) = k = 0, onde k é o resto da divisdo de
P(z) pelo bindémio cuja raiz é 1. Veja que o binémio cuja raiz é

é D(z) = ©z — x;. Entéo, se a divisdo de P(z) por D(z) = © — a1
deixa resto zero, temos que z — z1 é divisor de P(x).

Observagao: O exemplo 2.9 é muito importante. Veja que se P(z)
possui as raizes x1,x2 e 3, entdo P(x) é divisivel pelos binémios
(x — x1), (x — x2) e (x — x3). Esse fato serd muito usado, tanto
em outros exemplos desta aula, quanto na resolucdo dos exercicios
propostos.
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Exemplo 2.10. Calcule o resto da divisio de P(x) = 52* —32%+5
por D(z) =z + 5.

Solugao: Pelo Teorema de D’Alembert, temos que o P(—5) = k,
onde k é o resto da divisao. Entao temos:

P(=5)=5-(=5)*=3-(=5)2?+5
=5-625—3-25+5
=3125-75+5
= 3055.

Ou seja, k = 3055 é o resto da divisdo de P(x) por D(x).
Exemplo 2.11. Determine p de modo que z3 — 622 + px — 1 seja
divisivel por « — 3.

Solucgao: Note que a raiz de x — 3 é z = 3. Entao, queremos que
P(3) = 0. Com isso, temos:

PB3)=0=>3"-6-3+3p—-1=0
=27-1843p—1=0

=3p+8=0

= 3p=-8

oy
3

2.5.7 O Dispositivo de Briot-Ruffini

Como vimos anteriormente, podemos facilmente determinar o
resto da divisdo de um polinémio P(z) por um bindémio da forma
D(z) = ax + b usando o Teorema do Resto. Esse teorema, porém,
nao nos dé o quociente Q(x) dessa divisdo. Para encontrarmos o
quociente e o resto dessa divisdo, usamos o chamado Dispositivo de
Briot-Ruffini.

Esse dispositivo, portanto, serve para efetuar a divisao de um
polinémio P(z) por um binémio da forma D(x) = az + b. A se-
guir, para apresentar essa ferramenta, vamos efetuar a divisdo do
polinémio P(z) = 52° — x + 1 por D(z) =z + 2:
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o 12 passo: Identificamos os coeficientes de P(x) e a raiz do
divisor D(z). Veja que P(x) = 52°—z+1 possui os coeficientes
5,0,0,0,-1e1. Além disso, araiz de D(z) =x+2éx = —2.

e 22 passo: Desenhamos uma chave; escrevemos a raiz do di-
visor ao lado esquerdo e, os coeficientes de P(x), dentro da
chave.

e 32 passo: repetimos o primeiro coeficiente na parte debaixo
da chave e efetuamos a seguinte sequéncia de operagoes:

— Multiplicamos o primeiro coeficiente pela raiz do divisor,
somamos com o segundo coeficiente e escrevemos o resul-
tado abaixo do segundo coeficiente.

— Multiplicamos o resultado anterior pela raiz do divisor,
somamos com o terceiro coeficiente e escrevemos o resul-
tado abaixo do terceiro coeficiente.

— Repetimos esse procedimento até acabarem os coeficien-
tes, conforme o esquema abaixo:

5 0 0 0 -1 1
-2 - 10 20 —40 80 — 158
5 =10 20 —40 79 — 157

O dltimo valor encontrado serd o resto da divisdo. Os demais
valores encontrados na linha inferior serdo os coeficientes do
polinémio quociente da divisao.

Dessa forma, na divisdo de P(z) = 52° —2+1 por D(z) = 2+2
temos o quociente Q(v) = 5x* — 1023 + 2022 — 40z + 79 e o
resto k = —157.

A seguir, apresentaremos outros exemplos de divisdes usando o
Dispositivo de Briot-Ruffini.

Exemplo 2.12. Usando o Dispositivo de Briot-Ruffini, encontre o
quociente e o resto da divisio de P(z) = 52* — 322 + 2 — 10 por
D(z) =2z — 1.
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Solugdo: Veja que P(z) = 52* — 322 + x — 10 possui os coeficientes
5,0, -3, 1 e -10. Além disso, o divisor D(z) = 2z — 1 possui raiz
r = —. Com isso, escrevemos a raiz r = 3 a esquerda da chave, os

coeficientes de P(x) na parte superior e efetuamos a sequéncia de
operagoes explicadas no exemplo anterior. Da seguinte forma:

5 0 -3 1 —10

1 5 5 _ T 1

2 2 1 8 16

5 5 _T 1 _ 159

2 1 8 16

: . 3 9 5 T 1
Com isso, temos o quociente Q(x) = 5z° + 3% % + 3 e o

resto k = —@
167

2.5.8 Teorema das Raizes Racionais (ou teste das rai-
zes racionais)

Teorema 2.3 (Teorema das Raizes Racionais). Seja o polinémio

P(z) = apz™ + an,lx”_l + ...+ a1x + ag, com ay, ..., ay € Z.

Seja L uma raiz racional de P(z), ou seja, P (p) =0, com p,q € Z
q q
e mdc(p,q) = 1. Entao p é um divisor de ag e ¢ é um divisor de a,.

Demonstragao: Seja P(x) = apz™ + an1z™ + ... + a1z + ag para

certos valores de ay, ..., a, € Z, e suponha que P (p) =0, onde pe
q

q sdo inteiros e primos entre si (dizer que p e ¢ s@o primos entre si
é o mesmo que dizer que mdc(p,q) = 1).
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Multiplicando ambos os membros por ¢, temos:

P(Z) =0
q
n n—1
=0Up p + Ap—1 p + ...+ a P “+ ag =
q q q
n n—1
=q" |an (2] +ana(Z) 440 (B)+a=
q q q
7 n—1
=Qn <pn> -q" + an—1 (pn1> g+t a <p) -q"+ap-q¢" =0.
q q q

Somando —ag - ¢" em ambos os lados, temos:

San Pt a1 Pt o Farp ¢ = —ag - ¢

Por fim, colocando p em evidéncia do lado esquerdo, obtemos:
=p-(an - p" T an Pt F o tar ¢ = —ag - ¢

Veja que p divide a expressao do lado esquerdo, entdo p também
divide a expressao do lado direito, ou seja, p| — ag - ¢" (p divide
—ap - ¢"). Mas p e ¢ sdo primos entre si e, consequentemente, p e
q" também sdo. Se p| —ag - ¢" e p e ¢" sdo primos entre si, entdao o
Lema de Euclides nos diz que p| — ag e, portanto, p|ag.

Por outro lado, se, em vez de somar —ag - ¢" em ambos os lados,
tivéssemos somado —a,, - p" e, em seguida, colocado ¢ em evidéncia
do lado esquerdo, chegariamos & conclusao que g|a,. U

O Teorema das Raizes Racionais é importante porque nos da
candidatos a serem raizes racionais de um determinado polindémio,
CcOmo veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 2.13. Encontre as raizes de P(x) = 23 — 422 + 2z + 3.

Solugao: Vamos usar o Teorema das Raizes Racionais para encon-

trar os candidatos a raiz de P(z). Entao seja P ima raiz de P(x),
q
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com p e ¢ inteiros e primos entre si. O teorema nos diz que p é um
divisor de 3 e ¢ é um divisor de 1. Com isso, temos que p =1,—1,3

ou —3 e ¢ = 1 ou —1. Consequentemente, temos que b _ 1,-1,3

ou —3. A partir disso, podemos testar qual desses niimeros é uma
raiz de P(x), da seguinte forma:
P1)=1%-4.1242.143=1-44+2+3=2
P(-1)=(-1®—-4-(-1)?42-(-1)+3=-1-4-243=—4
P(3)=3"-4-3242.343=271-4-94+6+3=27-36+6+3=0.
Veja que, aplicando P(z) nos candidados, obtemos que P(3) = 0

e, portanto, 3 é uma raiz de P(z). Consequentemente, x — 3 é um
divisor de P(x) (conforme explicamos no "Exemplo 16").

Dividindo P(z) por x — 3 com o Dispositivo de Briot-Ruffini,
temos:

1 -4 2 3
3 3 -3 =3
1 -1 -1 0

Ou seja, na divisao de P(zx) por z — 3 obtemos resto zero e quociente
Q(x) = 22 —x — 1. Isso significa que podemos escrever P(z) da
seguinte formas:

P(x) = (x—3)- (2 —z —1).

2

Com isso, as demais raizes de P(x) s@o as raizes de Q(x) = x*—x—1.

Usando a Formula de Bhaskara, obtemos que as raizes de Q(z) sao

1+\/5e1—\/5 14++/5

5 5 Portanto, as trés raizes de P(x) sado 3, 5

1-+5
5
Exemplo 2.14. Resolva a equacio 23 — 622 + 11z — 6 = 0.

[§]

Solugao: Seja P ima solugdo da equagdo dada. Pelo Teorema

das Raizes Racionais, temos que p é um divisor de -6 e ¢ é um
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divisor de 1. Com isso, p € {£1,4£2,4£3,4£6} e ¢ € {£1}. Fa-
zendo todas as combinacdes possiveis, chegamos a conclusao de que
b € {+1,42,£3,+6}. Substituindo esses valores na equagao dada,
q

percebemos que = 1 é uma solucdo. Entdo z3 — 622 + 11z — 6
¢é divisivel por z — 1. Efetuando essa divisdo com o Dispositivo de
Briot-Ruffini, temos:
1 -6 11 -6
1 1 =5 6
1 =5 6 0

Como esperado, o resto da diviséo é zero e temos o quociente Q(x) =
22 — 52 + 6. Com isso, temos que:

323 — 72?4+ 8z — 2 = (x — 3) - (2% — 5z +6).
As demais solucdes da equacdo dada sdo as raizes de P(x) = 2% —
5z + 6. Pelo método de soma e produto, podemos ver facilmente
que as raizes de P(x) sdo 2 e 3. Portanto, as solugoes da equagao
inicial sdo 1, 2 e 3.

Problemas Propostos

o | | ¢ | x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. @ Determine o grau de:

a) 12

b) 353

c) 323 — 5zt + 322 + 9
d) 28 — 64

2. ® Sejam os polindémios A = 2® + 622 —2x+4e B =22+ 1.
Determine o quociente e o resto de A na divisdo por B.
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3.

10.

® Sejam os polindémios A = 323 — 422 + 2 ¢ B = 22 + 3.
Determine se A é miltiplo de B.

. @ Fatore:

a) 15z* — 1023 + 2522

b) 22 4+ 122 + 20

c) 922 — 25y

d) 3(z + 3)%(z — 8)* + 4(x + 3)3(z — 8)3

Prove que (z + 1)?[z4"+2 4 2227+1 4 1.

(ITA - 2011) Se 1 é raiz de multiplicidade 2 da equagéo
2t + 22 +ax+b=0, com a,b € R, entdao a® — b3 é igual a:
a)-64 b)-36 ¢)-28 d)18 e)27

(ITA - 2008) Sendo ¢ um numero real a ser determinado,

decomponha o polinémio 922 — 63z + ¢ numa diferenca de dois
cubos (x + a)® — (z + b)3. Neste caso, |a + |[b] — ¢| é igual a:

a)104 Db) 114 ) 124 d) 134 ) 144

(ITA - 2005) No desenvolvimento de (az? — 2bz + ¢ + 1)5
obtém-se um polinémio cujos coeficientes somam 32. Se 0 e
—1 sao raizes de p(x), entdo a soma a + b + ¢ é igual a:

1 1 1 3

— — — 1 —
M-y by 95 A1 o>

Dos polinémios abaixo, o que pode ser identicamente nulo
é:
a) P(z) = (a®> =422+ (b—1)x+ (a+ 1)
b) P(x) = (b—2)z*+ (a — )z + (b +2)
c) P(x) = (a® + 4)2® + bx
d) P(z) = (b—1)2? +3x+ (b—1)
e) P(x) = (b+2)2® 4 (a — 2)z + b* — 4

Determine m € para que o polinémio (m? — 16)z3 + (m —

4)2% + (m + 4)x + 4 seja de grau 2.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

¢ (IME - 2015) Qual o resto da divisio do polindémio 226 —
2 — 6224 + 52* — 1623 + 322 pelo polinémio z° — 3x2 — x + 37

a)r’+r—2 b)6r’—4r+3 ¢)3r—9 d)62°2—-17z-3
e) 6z +1

¢ Se x = 2 é uma das raizes da equacdo % —4x?+mr—4 =0,
m €, entdo as suas outras raizes sdo nimeros:

a) negativos.

b) inteiros.

¢) racionais nao inteiros.
d) irracionais.

e) nao reais.

¢ O polinémio P(z) = z* + ma? + n é divisivel por 22 — 4 e
também por 22 — 3. Qual é o valor do produto mn?

¢ Um polindémio P(z), de grau minimo, tem raizes duplas —1
e 1, é divisfvel por 22 + 1 e satisfaz P(0) = 3. Calcule P(3).
(Dizer que P(x) é de grau minimo significa que P(z) é o po-
linémio de menor grau que atende as condigoes estabelecidas).

¢ Determine os valores reais de a e b de modo que o polindémio
223 — 5ax? — 3bx + 1 seja divisivel por  + 2, e que na divisao
por x — 2 deixe resto 7.

¢ (ITA - 2003) Dividindo-se o polinémio P(z) = x° + ax* +
bw? +cx+1 por (z — 1), obtém-se resto igual a 2. Dividindo-se
P(z) por z + 1, obtém-se resto igual a 3. Sabendo que P(z) é

divisivel por (z — 2), tem-se que o valor de é igual a:
a)-6 b)-4 c)4 d)T7 €9

¢ (ITA - 2008) Sejam a, b, c € R. Considere o polinémio p(x)
dado por

25 —92% + (a — b —2¢)23 + (a — 2b — 2¢ — 2)2?
+a—b—c+1l)z+2a—b+c—1).

39



18.

19.

encontre todos os valores de a,b e ¢ de modo que z = 0 seja
uma raiz com multiplicidade 3 de p(z).

¢ (IME 2008) (Modificada) Considere o polinémio p(z) =
asz® + aszt + asz® + asx® + a1, em que umas das rafzes é
x = 1. sabendo-se que a1, as,as, a4 € az sdo reais e formam,
nesta ordem, uma progressao aritmética com aq4 = 3 entao
p(2) é igual a:

a)25 b)27 ¢)37 d)39 e)40

% (UECE) Se os polindémios p(z) = (%) + (ma?) + nz +k e

g(z) = (23) + (ur?) + vo + w sdo divisiveis por (z2) "z , entdo
o resultado da soma m +n+u+v é:

a)-2 b)-1 ¢)0 d)1

Dicas e Solucgoes

. Zero, trés, quatro e oito, respectivamente.
. Temos o quociente Q(z) = = + 6 € o resto R(x) = —3x — 2.
. A nao é multiplo de B.

. a) bz? . (3z% — 2z +5).
) (

b) (z +2) - (x + 10).
c) Nao é possivel fatorar.
d) (z 4+ 3)%(z — 8)3(7z — 12).

. A expressdo dada pode ser reescrita como P(z) = (22"t 41)2,

Veja que x = 1 é raiz de multiplicidade 2 de P(x) e, portanto,
(z = 1)*|P(x).

. ¢) -28.

b) 114.
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10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.

e). Basta que b= —-2ea=2.
m = —4.
d) 622 — 17z — 3.

e) nao reais.

mn = —84
P(3) =1920
1
a=——eb= %
8 12
e)9

Se x é rafz de multiplicidade 3, entdo (x — 0)® = z3|P(z).
Divida P(x) por 23 usando o Método da Chave, o resto obtido
nessa divisao deve ser zero. Igualando o resto a zero vocé tera
um sistema de equagoes, de onde sdo obtidos os valores de a, b
e c. Para conferir se os valores encontrados estao corretos,
substitua-os em P(x) e efetue novamente a divisdo por z3. O
resto dessa tltima divisdo deve ser zero e o quociente Q(x)
deve ser tal que Q(0) # 0 (pois se Q(0) = 0, entdo = = 0 seria
uma raiz de multiplicidade maior do que 3).

b) 37.

a) -2.
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Aula 3

Relacoes de Girard

3.1 Introducao

Nessa aula estudaremos o conceito, a forma de obtencao e as
aplicacoes das Relacbes de Girard: relagoes entre as raizes de uma
equacao polinomial e seus coeficientes.

Como vimos anteriormente, podemos determinar a soma e o pro-
duto das raizes de uma equacao polinomial do segundo grau, mesmo
sem conhecé-las. De inicio, vamos recordar a obtencao desse resul-
tado, enunciando também as Relagoes de Girard para uma equagao
polinomial de grau 2.

3.2 Relagoes de Girard para uma Equagao
Polinomial de Grau 2

Seja a equacdo polinomial do segundo grau az?+bz+c¢ = 0, com
raizes 1 e x2. Conforme vimos na aula sobre Equagdes do Segundo
Grau, podemos reescrever essa equacao da seguinte forma:

az? +bx + c = a(zx — 1) (z — x2).
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Desenvolvendo o produto do lado direito da igualdade, temos que:

2

ax2+b:v—|-c=a(m —x-x9— X T+ T1T2)

= a[azZ — (1‘1 + $2)SU + 331:152]

= azr’ — a(x1 + x2)x + axixs.

Note que temos uma igualdade de polinémios. Isso implica que
os coeficientes do primeiro membro sejam iguais aos coeficientes cor-
respondentes do segundo membro, ou seja:

b
b= —a(x] +x2) = - =1 + To.

C
C=ariTo = — = T1T2.
a

Assim, obtemos as relagoes de soma e produto das raizes, que tam-
bém podemos chamar de Relagbes de Girard para uma equacio
polinomial de grau 2.

A fim de ilustrar melhor a estrutura das Relacoes de Girard fare-
mos, na préxima se¢do, um procedimento similar para encontrarmos
essas relacdes em uma equacao polinomial de grau 3.

3.3 Relacoes de Girard para uma Equacao
Polinomial de Grau 3
Seja a equacdo ax® 4+ br? +cx+d =0, com a,b,c,d € Rea # 0,

cujas raizes sdo x1,x2 € x3. Podemos reescrever essa equacgao da
seguinte forma:

ax® +bx? + cx +d = a(x — x1)(x — 12)(x — 3).

Desenvolvendo o produto do lado direito da igualdade, obtemos o
seguinte:

ar® +bx® +cx +d= ax® — a(x] + o + 23)22
+a(z122 + 123 + T2T3)T

—ar1x2x3.
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Se igualarmos termo a termo, obtemos as igualdades:
b
b= —a(z1 + x2 + 73) = —o =1+ T2+ 3
c
c=a(r122 + 123 + T273) = P = T1X2 + 173 + T2x3

d = ax1Tor3 = —— = T1X2T3.
a

E assim obtemos as Relacoes de Girard para uma equacao polino-
mial de grau 3.

3.4 Generalizacao

Para facilitar o entendimento das Relac¢ées de Girard, podemos
pensar que, para uma equacio de grau 2, temos a soma das raizes
separadamente, depois a soma das raizes aos pares, o que coincide
com o produto das raizes. Para uma equagdo de grau 3, temos a
soma das raizes separadamente, depois a soma das raizes aos pares,
e depois a soma das raizes aos trios, o que coincide com o produto
das raizes.

Sendo assim, para a equacio ax? + ba® + cx® + dx +e = 0, de
grau 4 e raizes x1,x2, X3 € T4, temos:

1+ T2+ 23+ 214 = ——
a

c
T1X9 + X123 + T1T4 + T2T3 + ToTa + T34 = P

T1T2X3 + T1X2X4 + T1X3%4 + T2X3T4 = T
e
T1XQL3T4 = —.
a
E isso pode ser extendido para equagoes polinomiais de qualquer
grau, sempre dividindo os coeficientes b, ¢, d, e... por a e fazendo a
alternancia de sinais.
Exemplo 3.1. Seja a equagao 22 + 322 + 8z + 1 = 0, com as
raizes r1,x2,x3 e x4. Determine os valores numéricos das Relacbes
de Girard para essa equagcao.
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Solucgao.

b 0
Tty taztarg=——=-5=0
a 2
c 3
T1X2 + X1X3 + X1X4 + T2x3 + To2x4 + T3x4 = a = 5
8
T1T2X3 + T1X2T4 + T1T3%4 + T2X3T4 = o ="5= —4

e 1
T1X1X3Tx4 — — — —.
a 2
Veja que as Relagoes de Girard sdo importantes, pois permitem
a obtencao de resultados acerca de uma equag¢ao mesmo sem antes

conhecermos suas solugoes.

Exemplo 3.2. Determine uma equacao de grau 3 cujas raizes sejam
1,2 e 3.

Solugao. Resolveremos esse problema de duas maneiras diferentes.
A primeira maneira é a que segue.

Como ja vimos, podemos escrever a equagao do terceiro grau
az3 +bx?+cx+d = 0 como a(x — x1)(x — x2)(z — x3) = 0, onde 1,
T9 e x3 sdo as raizes. Como temos as raizes 1,2 e 3, vamos substitui-
las no lugar de x1,x2 e x3, respectivamente. Assim, obtemos:

a(x —1)(x —2)(x—3) =0
=afz® -~ (1+2+3)2*+(1-2+1-34+2-3)2+-1-2-3]=0
=a(z® — 622 + 11z — 6) = 0.
Repare que podemos atribuir qualquer valor para a, desde que a € R
e a # 0 (pois se a = 0 a equacgdo nao seria de grau 3 ). Assim,
obteremos uma equacao do terceiro grau com as raizes desejadas.

Em particular, podemos considerar a = 1. Dessa forma, temos a
equacao:

2® — 622+ 11z — 6 = 0.

Repare que essa equacao atende as condigoes iniciais, pois z = 1,
r =2 e x = 3 sdo solugodes.
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Outra forma de resolvermos o problema é utilizando as Relagoes
de Girard, como faremos a seguir.

Sabemos que x1 = 1, 2o = 2 e 3 = 3 sdo as raizes da equacao
que queremos determinar. Entdo, usando as Relacbes de Girard
temos:

b
——=x14+x2+23=14+24+3=6
a

C o4 mimsdaors=1-241-342.-3=24346=11
a

d
—f:m1x2x3:1~2~3:6.
a

Note que temos 3 igualdades para determinar 4 incégnitas (a,b,c e
d). Entao precisamos inicialmente estabelecer um valor para uma
delas para, em seguida, determinar as outras. Note que a maneira
mais facil de fazermos isso é estabelecendo um valor para a. Entéo,
para simplificar as expressoes, consideremos a = 1. Dessa forma,
temos b = —6, c =11 e d = —6. Com isso, temos a equacao:

ar® + b’ +ex+d=0= 23— 62>+ 11z — 6 =0.

Note que, por substituirmos a = 1 nas duas resolugoes, obtivemos a
mesma equacido em ambas.

Essa, porém, ndo ¢ a tnica solucdo do problema. Repare que, se
tivéssemos considerado a = 2, teriamos b = —12, ¢c =22 e d = —12.
Assim, teriamos a equacao:

20% — 1222 + 220 — 12 = 0.

Veja que essa ultima equacio também possui como raizes os nimeros
1,2 e 3.

Exemplo 3.3. Resolva a equacdo polinomial 23 4+ 422 + 2 — 6 =0
sabendo que umas de suas raizes é 1.

Solugao 1: Sejam z1,z2 e 1 as raizes da equagao dada. Pelas
Relagoes de Girard temos:

b 4
561—{-1‘24—1:—*:—I:—4Z>l‘1+$2:—5 (31)
a



1
x1x2+x1-1+x2.1:521:1;»a:1x2+x1+x2:1 (3.2)
a

d —6
T1T2-l=——=——"-=6=>x1220=06 (33)

a 1
Note que, com as equagoes (1) e (3), j& podemos concluir que as

outras soluc¢bes procuradas sdo r1 = —2 e xo = —3. O

Solugao 2: Note que, caso nao quiséssemos usar as Relagoes de
Girard, poderiamos resolver o problema a partir de uma divisdo de
polinémios. Se x = 1 ¢é solucdo da equagao dada, entdo o polinémio
P(z) = 23 + 42 + 2 — 6 é divisivel por # — 1. Efetuando esse divisdo
com o Método da Chave, temos:

44 +xr—6|lx—1
— 23 422 22 +5x +6

522 +x

— 522 4 bz
6x — 6
—6x+6

0

Como esperado, o resto é zero e temos o quociente Q(x) = x2+5x+6.
Portanto, podemos escrever P(z) = (z —1)(z%+52+6) e, portanto,
as raizes de Q(x) sdo as outras raizes de P(x) que procurdvamos.
Usando o método de soma e produto, podemos ver facilmente que
Q(x) possui as raizes —2 e —3. O

Observagao: Note que a Solucdo 1, usando as Relagoes de Gi-
rard, é muito simples. Por outro lado, na Solucdo 2, tivemos que
fazer uma divisao de polindmios e resolver uma equagao do segundo
grau, um procedimento muito mais longo.

Exemplo 3.4. Se A, B e C sio as raizes da equacio 523 —7x+12 =
1

1 1
0, determine o valor de 15 + E B0
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Solugao. Primeiramente, somando as fragbes temos o seguinte:

1+ 1+ 1 C N B N A
AB " AC T BC ~ ABC " ABC ' ABC
_A+B+C
ABC

Repare que A+ B + C e ABC sao valores que podem ser determi-
nados com as Relac¢oes de Girard para uma equacdo polinomial de
grau 3, da seguinte forma:

b 0
a 5
ABC:—@:—E.
a 5

Com isso, temos:

1,1 1 _A+B+C
AB AC BC ABC
0

Exemplo 3.5. Determine o quadrado da soma de todas as raizes
da equacdo z* + 323 + 322 4+ 22 = 0.

Solugao. Primeiramente, usando Girard, vamos determinar a soma
de todas as raizes da equagdo dada. Sejam x1,x2, T3 € T4 as raizes
da equagao. Entao temos:

b 3
T +rotarstag=——=-=-3.
a 1

Portanto, o quadrado da soma é (—3)% = 9.
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Problemas Propostos

o | | ¢ | *x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

. @ Calcule o valor de k na equacdo (k + 5)22 — 10z +3 =0
3

para que o produto das raizes seja 3

. @ Encontre uma equacgao polinomial de grau 3 cujas raizes sdo
nimeros inteiros consecutivos.

. ® Resolva a equacdo polinomial 23 — 1022 + 31z — 30 = 0
sabendo que umas de suas raizes é 2.

. ® (EEM-SP) Dada a equagdo 2 —9x2+26x+a = 0, determine
a para que as raizes sejam consecutivas.

. ® Se 1,9 e 3 sdo raizes da equacio x> — 42 4+ 3z — 2 =0,
entdo os valores de 1 + x2 + x3 e de x1 - x2 - x3 sdo, respecti-
vamente,

a) 3e-2
b)-4e3
c)de?
d)le3

(ITA) As raizes da equacio 2% + gz +rz? +sz+t = 0, com
q,r,s,t € QY , sa0 L, M, N, P. Determine o valor de

L M N P

MNP + LNP + LMP + LMN"

(ITA) Se a, b, ¢ 3o as raizes da equagdo 2% — 223+ —4 = 0,
1
determine o valor de — + — + —.
a b ¢
Determine p na equacido x? + p?x + 2px + 2 — 4 = 0 para
termos raizes de mesmo modulo e sinais contrarios.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Determine os valores de m e n na equacio 2 + (m —n +
2)z +n + 1 = 0 para que a mesma tenha raizes nulas.

Calcule o valor de m na equacao x? — 6z +2m = 0, de modo
que uma de suas raizes seja o dobro da outra.

Determinar a equacao do 2° grau para a qual uma das raizes
¢é o triplo da outra e a soma dos quadrados das raizes é 40.

Determine m na equacio 3z2 — 2z + 5m = 0, de modo que
a diferenca entre suas raizes seja 1.

Os trés nameros distintos a, b, ¢ verificam as igualdades:

a®+pat+q=0
b +pb+q=0
S +pet+q=0

Prove que a+b+c=0.

¢ (ITA) As raizes da equacdo de coeficientes reais x3 + az? +
bx + ¢ = 0 sdo inteiros positivos consecutivos. A soma dos
quadrados dessas raizes é igual a 14. Determine o valor de
a’ + b + 2.

¢ Determine o valor da soma a 4+ b para que as raizes do
polinémio 42* —20x> +ax?—25x+b = 0 estejam em progressao

aritmética de razao 7

¢ Determine k na equacdo 22 + kx + 36 = 0, de modo que a
soma dos inversos de suas raizes seja igual a 512.

¢ Dada a equacio 2x2 + 8z + k = 0, determine o valor de k de
modo que a soma dos quadrados de suas raizes seja igual a 7.

¢ Considere a equacdo 22 — max + 1 = 0 cujas raizes sio a e b

reais e desiguais. Componha a equagao do 22 grau que admita
asraizesa+ 1 e b+ 1.
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19.

20.

¢ Sejam a e b as raizes da equacdo 222 —3z+k = 0. Determine
k de modo que a® + b> = —2438.

% Provar que a condicdo para que uma raiz de az®+bx+c =0

, Lo (n+1)?
seja n vezes a outra é b = ——ac.
n

10.

11.

12.

13.

14.

Dicas e Solucoes

. k=3

. Considere a igualdade az® + b2? + cx + d = a(z — 21)(z —

x9)(x — x3), com xg = x1 + 1 e 3 = 21 + 2. Ou entdo, use as
Relacoes de Girard para uma equagao polinomial de grau 3.

. As outras solugdes sdo 3 e 5.

. a=—24.
.c)de?.
. Dica: iguale o denominador e use as Relagdes de Girard.

1+1+1_1

a b ¢ 4
.p=—1
.m=-3en=-—1.
m = 4.

2 +8x+12=0ex?—8x+12=0.

1
m=-—.
12
Dica: ¢ —d3 = (c — d)(c® + cd + d?).

a?+ b2+ 2 =193.
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15.
16.
17.

18.

19.

20.

22— (m+2)z+m+2=0.

261
j——
18

Dica: sejam as raizes x1 e xo, entdo x1 = nxa; use as Relagoes
de Girard com essas raizes.
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Aula 4

Numeros Complexos

GusTAVO RODRIGUES DA SILVA

4.1 Introducao

Nesta aula, estudaremos os Numeros Complexos. Apresenta-
remos, inicialmente, a forma algébrica, as operaces basicas nessa
forma e as classificagoes dos niimeros complexos. Em seguida, serao
abordadas as equacdes do segundo grau com solug¢bes imaginarias,
a interpretagao geométrica dos ntimeros complexos, a definicdo e as
propriedades do conjugado e as poténcias da unidade imaginaria,
apresentando sua periodicidade. Por fim, serd apresentada a forma
trigonométrica de um ntmero complexo, bem como as operagoes
bésicas nessa forma.

4.2 Unidade Imaginaria e Forma Algébrica

Definicdo 4.1 (Unidade Imaginaria). Definimos i = /—1 como a
unidade imaginaria.

Defini¢ao 4.2 (Nimero Complexo). z é um nimero complexo se
z=a+ bi, com a,b e R.

Definigdao 4.3 (Forma Algébrica). Seja o ntimero complexo z =
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a + bi. Nesse caso, dizemos que a € a parte real de z e b é a parte
imagindria. Denotamos por a = Re(z) e b = Im(z). Chamamos
z = a + bi como a forma algébrica de z.

Exemplo 4.1. Seja z = (3 +4)? + 5i + 2. Escreva z na sua forma
algébrica.

Solucgao.

z=(3+0)°+5i+2
=324+2.-3-i+i>+5i+2
=9+6i+ (V-1)*+5i+2
=9+6i—1+5i+2
=10 + 113.

Assim, temos que z = 10 + 117 é a forma algébrica de z, onde 10 é
sua parte real e 11 é sua parte imaginaria, ou entdo, Re(z) = 10 e
Im(z) =11. O

4.3 Operacgoes com Numeros Complexos

Definicdo 4.4 (Igualdade de Niimeros Complexos). Sejam os ni-
meros complexos z1 = a + bi e 29 = c+ di. Dizemos que z1 = 23 se,
e somente se, a =ce b =d.

Observagao: no conjunto dos ntimeros complexos nao ha compa-
ragbes do tipo <, >, <, >, isso ocorre porque esse conjunto nao é
ordenado de maneira usual como o conjunto dos reais, por exemplo.

4.3.1 Soma de Numeros Complexos

Para efetuar a soma entre dois nimeros complexos z1 e 23, sim-
plesmente somamos as partes reais de 21 e 29 e as partes imaginarias
de z1 e z9. Assim, obtemos a forma algébrica do nimero complexo
21 + 29.

Defini¢ao 4.5 (Soma de Nimeros Complexos). (a+bi)+ (c+di) =
(a+c)+ (b+d)i
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Exemplo 4.2. Sejam z; = 3+ 51, z0 = 8 — 2i e z3 = 3i. Determine
o valor de z; + z9 + z3.

Solucgao.

21+2m+23=3+51+8—-21+4 31
=11 + 6e.

4.3.2 Produto de Numeros Complexos

Para efetuar a multiplicacao entre dois nimeros complexos, sim-
plesmente utilizamos a propriedade distributiva e o fato de que
i? = (v/—1)%? = —1, da seguinte forma:

(a+bi) - (c+di) = ac+ (ad)i + (bc)i + (bd)i?

= ac+ (ad + bc)i — bd
= (ac — bd) + (ad + be)i.

Com isso, temos a seguinte defini¢do:

Definicao 4.6 (Produto de Numeros Complexos). (a+bi)-(c+di) =
(ac — bd) + (ad + bc)i
Exemplo 4.3. Sejam z = 4 + 2 e w = 5 — /2. Determine o

produto zw.

Solugdo. Usando a propriedade distributiva e o fato de que > =

—1, temos:

2w = (44 2i) - (5 —iV?2)
=45~ (4v2)i+ (2-5)i — (2V/2)i?
=20 — (4v/2)i +10i — 2v/2 - (—1)
=20 + (10 — 4v/2)i + 2v/2
= (20 + 2v'2) + (10 — 4V/2)i.
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4.3.3 Divisao Entre Niimeros Complexos

Primeiro, vamos definir o conjugado de um niimero complexo:

Definicdo 4.7 (Conjugado de um Numero Complexo). O conju-
gado de um nimero complexo z é denotado por Z. Se z = a + bi,
entdo z = a — bi.

Seja o nimero complexo z = a+bi, onde a,b € R e i é a unidade
imaginaria. Note que, ao efetuar a multiplicacdo z - Z, temos:

z-Z = (a+bi)(a— bi)

= a® — (bi)?

a® — b (i%)
=a® - b*(—1)
= a® + b

Veja que z - Z = a? + b? é um ndmero real. Ou seja, sempre que
multiplicamos um ntmero complexo pelo seu conjugado, obtemos
um numero real.

Sabendo disso, para efetuarmos a divisdo entre dois nimeros
complexos, o procedimento que fazemos é multiplicar o numerador
e o denominador pelo conjugado do denominador e, em seguida,
desenvolvermos o resultado. Isso é feito com o intuito de eliminar a
parte imaginaria do denominador, da seguinte maneira:

a+bi  [a+bi c—di
c+di \c+di c—di
a+ bi)(c—di)

_
~ (c+di)(c— di)
_ (ac+ bd) + (bc — ad)i

2+ d?
ac + bd bc—ad) .
= + 1.
2 4 d? c+d?

Com isso, temos a seguinte defini¢ao:
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Definiciao 4.8 (Divisao de Numeros Complexos). Se ¢ + di # 0,
temos:

7.

- 2 +d?

a+bi ac+bd be — ad
c+di 2+ d?

Exemplo 4.4. Sejam z =2 — 3i e w = 5 4 4i. Efetue a divisdo de
Z por w.

z

Solugao. Para efetuar a divisdo, basta multiplicar a fragdo — por
w

w

—, COMo segue:

W

2 23

w  5+4i
2-3i 5—4i
T 5+4i 5—4i

(2 — 3d)(5 — 44)
(5 + 4i)(5 — 49)
25— (2-4)i — (3-5)i+ (3-4)i?

52 — (4i)2
10— 8i — 151 — 12
N 25 + 16
_ —2-23i
41

2 (23),
—n \a)"

4.4 Classificacao dos Nimeros Complexos

Primeiramente, usando a definicdo de niimero complexo que vi-
mos anteriormente, note que, se z € R, podemos escrever z = z+ 01,
com 2,0 € R ei=+/—1 e, portanto, z é um ntimero complexo. Ou
seja, z €. Dessa forma, todo nimero real é também um ntmero
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complexo. Entao, o conjunto do reais estd contido no conjunto dos
complexos. Simbolizamos por R C.

Agora, vamos as classificagbes dos nimeros complexos. Um nu-
mero complexo pode ter trés classificagoes: real, imaginario e ima-
gindrio puro. Seja o nimero complexo z = a+ bi. A classificagdo de
z ocorre da seguinte forma:

o Real: dizemos que z € R se I'm(z) = 0, ou seja, se b = 0.

o Imaginario: dizemos que z é um nimero imagindario se I'm(z) #
0, ou seja, se b # 0.

o Imaginario Puro: dizemos que z é imaginério puro se Im(z) #
0 e Re(z) =0, ou seja, se b# 0 e a =0.

Observagao: Note que, se z é imaginario puro, entdo z também
é imaginario. Porém, se z é imagindrio, ndo necessariamente sera
imaginario puro.

Exemplo 4.5. Seja z = (3 — 5m) + (2k + 3)i. Determine m e k de
modo que:

1. z seja real.

Solugao. Para que z seja real, precisamos que I'm(z) = 0, ou
seja:

2k+3=0=2k=-3

3
k=—=.
- 2

3
Portanto, para que z € R, basta que k = —5

2. z seja imaginario puro.

Solucao. Para que z seja imaginario puro, precisamos que
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Im(z) # 0 e Re(z) = 0. Entao temos:
2k+3#0=2k # -3

3

k4 —2

=k # 5
3—-5m=0= —-bm=-3

sm=>

=

- . 3
Portanto, para que z seja imagindrio puro, temos que k # —5

3
== . D
em 5

Exemplo 4.6. (UFPA) Qual é o valor de m para que o produto
(2 + mi)(3 + 7) seja imaginario puro?

Solugao. Primeiro, vamos efetuar a multiplicacdo e escrever o re-
sultado na forma algébrica:

(2 +mi)(3+i) =23+ 2 + 3mi + mi>
=6+ (2+3m)i—m
= (6 —m)+ (2+ 3m)i.

Agora, para que o produto seja imagindrio puro, queremos que sua
parte real seja nula, e sua parte imaginaria, ndo-nula. Entao temos:

6—-m=0=>m==6
2
2+3m7é0:>3m7é—2:>m7é—§.

Ou seja, basta que m = 6. O

4.5 Equacgoes do Segundo Grau com Raizes
Imaginarias

Apés definirmos a unidade imaginéria ¢ = +/—1, podemos de-
terminar as solugoes imaginarias de uma equagdo do segundo grau
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com discriminante negativo. Como vimos na aula sobre Equacoes
do Segundo grau, se o discriminante de uma equagdo é negativo,
nao temos solugoes reais para essa equacgao. Por outro lado, temos
as solugdes imaginarias, como veremos no exemplo que segue.

Exemplo 4.7. Encontre as solucoes da equacao 2> + = + 1 = 0.

Solugao. Primeiro, vamos determinar o discriminante da equacao

dada:

A =b? — dac
=12-4-1-1
=1—-4
=-3.
Veja que A = —3 é um discriminante negativo. Ou seja, ndo exis-

tem solugoes reais para a equacao dada. Por outro lado, podemos
prosseguir com a Férmula de Bhaskara, da seguinte maneira:

—b+ VA
2a

—1++v/-3
2.

Aqui, usaremos a seguinte propriedade da radiciacao: /g-h = ,/g-
V'h. Depois, substituiremos i = v/—1. Entéo temos:
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. . 1
Assim, obtemos as duas soluges imaginérias da equagao dada: —=—

i3 1 i3
— e ——+ —. O
2 2 2
De forma geral, sempre que uma equacao quadratica tiver o dis-
criminante negativo, podemos prosseguir com a Férmula de Bhas-
kara, usar a propriedade da radiciacdo mencionada na solucdo acima
e efetuar a substituicdo ¢ = /—1. Dessa maneira, determinamos as

solugoes imaginarias de uma equacao quadratica.

4.6 Interpretacao Geométrica dos Comple-
X0S

Figura 4.1: O ntimero complexo z = a + bi no plano complexo.

A imagem acima mostra o complexo z = a + bi no plano com-
plexo. O eixo horizontal possui os niimeros reais e o eixo vertical
possui os nimeros imaginarios puros. A distancia do ponto z & ori-
gem é chamada de "médulo de z" e denotada por |z|. Além disso, o
angulo 0 é chamado de "argumento de z" e denotado por arg(z).

Note que, usando o Teorema de Pitagoras, temos que:

12> = a® + b% = |z| = Va2 + b2.
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Assim, conseguimos determinar o médulo de um nimero complexo
com base na sua forma algébrica.

Exemplo 4.8. Encontre o médulo do nimero complexo z = 4 — 53.

Solugao. Usando a definicdo do médulo, temos:

2 = /22 + (=57
=164+ 25
= v4l.

4.7 O conjugado e suas propriedades

Primeiramente, recordemos que, se z = a + bi, entdo seu con-
jugado é Z = a — bi. Abaixo, temos a representacdo geométrica do
nimero complexo z = a + bi e o seu conjugado no plano complexo.

Im
A
z=a+bi
b -——----+ ‘
|
4,
|
|
0 |
®
-0 @ Re
|
|
|
|E\ |
|
|
—be¢------- r=a—bi

Figura 4.2: O ntimero complexo z = a + bi e o seu conjugado Z =
a — bi no plano complexo.
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4.7.1 Propriedades do conjugado

Para facilitar nas demonstracoes das proposicoes a seguir, con-
sidere sempre z = a + bi, com a,b € R.
Exercicio: Para as 9 propriedades abaixo, tente demonstrar sua
validade pelo menos uma vez antes de conferir a demonstragao.

O conjugado de z é z, ou seja, z = z. Por isso dizemos que z e
Z sdo mutuamente conjugados. Por defini¢do, o conjugado de z é
Z = a — bi. Com isso, o conjugado de z é Z = a — (—bi) = a + bi.
Portanto, zZ = z. O

O médulo de z é igual ao médulo de Z, ou seja, |z| = |z]. Como
vimos anteriormente, |z| = va? + b?. Pela definicdo de médulo de
um nimero complexo, também temos que |z| = \/a? + (—b)? =
vaZ +b? = |z|. O

z=z< zeR.

e Primeiramente, vamos provar que z € R = z = Z:
Sez=7Z entdoa+bi=a—bi=b=—-b=b=0. Ou seja, z
ndo possui parte imaginaria, portanto, z € R.

e Agora, vamos provar que z =%z = z € R:

Se z € R, entao z possui parte imaginaria nula, ou seja, b = 0.

O
z = —Z < z é imagindrio puro. Se z = —Z, entdo a + bi =
—(a—bi)=—a+bi=a=—-a=a=0=2z=0+bi. Ouseja, z é
imaginario puro. O

|z2=2-2. z-Z=(a+bi) (a—bi)=a®—abi+abi—b* i? =
a2+b2:( /a2+b2)2:|z\2. 0
Observagao: Essa ultima propriedade é muito importante, pois
permite eliminar o moédulo dos célculos.

A soma e o produto de ntimeros mutuamente conjugados é um
numero real.

e Soma: z+Z=(a+0bi)+(a—bi)=(a+a)+(b—b)i=2a€cR
e Produto: z-z = |z|> = a®> + b? € R, como vimos na proposicio

acima. 0
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Para facilitar na demonstragao das préximas proposicoes, consi-
dere z1 = a1 + b1t e z9 = ag + boi, com aq, by, as,by € R.
z1 + 22 =71 + Z2.

a1 + bll) (CLQ + bgi)

z1+ 22 = (
= (a1 + a2) + (b1 + b2)i
= (a
= (a1

ar +ag) — (by + ba)i
— bll) (a2 — bzi)

=21 t+ 22.
O
Z1 22 =21 22
2129 = (a1 + bli)(ag + bgi)
= a1as + a1bai + asbii + b1bai?
= (ar1az — b1ba) + (a1b2 + azby)i
= (a1a2 — ble) — (albg + agbl)i.
Por outro lado, veja que:
71 - 72 = (a1 — byi) - (ag — boi)
= ajag — arbai — agbyi + bybgi®
= (CLlCLQ — ble) + (ale + agbl)i.
Ou seja, z1 - 23 = 71 - Z3. O
21 zZ1 , .
<> = —. Exercicio.
Z9 Z9

Um fato importante sobre as raizes imaginarias de uma equacao
do segundo grau, que envolve o conjugado de um niimero complexo,
serd mostrado com a proxima proposicao.

Se z é solucdo de uma equacio quadratica, entdo zZ também é.
Sejam a equacdo quadratica az? 4+ bx +c = 0 e o niimero imaginario
z = p+ qi, onde z é solugdo da equagdo dada. Primeiramente, se a
equacado em questao admite solucdo imaginéria, entdo seu discrimi-
nante é negativo. Sendo assim, podemos escrever VA = ivh, com
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h > 0. Entao, sejam z1 e x2 as solugoes da equagao dada. Usando
a Férmula de Bhéskara, temos que x1 e 2 sdo da forma:

L _Tb=VA b iR
1= 2a T 24 2a
—b+vVA  —b ivh
r9= ———— = — F+ ——.
2a 2a 2a

Sem perda de generalidade, podemos assumir z = x1. Entdo temos
que:

zZ=1
b ivh
T 20 2a
_—=b ivh
- 2a 2a
= I9.

Ou seja, concluimos que Z é a outra solugao da equagao inicial. [J

4.8 Poténcias da unidade imaginaria

As poténcias de 1 = \/—1 sdo periddicas. Veja na tabela a seguir:

Poténcia | Resultado
it i
i2 —1
i3 —i
it 1
i° i
i° —1

Onde r é o resto da divisdao de n por 4. Ou seja, a repeticao
ocorre a cada 4 poténcias. Saber disso facilita muito o calculo de

poténcias de ¢ com o expoente grande, como veremos no préximo
exemplo.
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Exemplo 4.9. Determine %7,

Solugao. Fazendo a divisdao de 37 por 4, obtemos o resto 1. Isso
significa que 37 = ¢! = i. O
Reconhecer esse tipo de repeticdo em poténcias é muito impor-

tante. Encontramos a necessidade disso em outras situacbes tam-
bém, como veremos no exemplo que segue.

Exemplo 4.10. Determine (1 + i)%.

Solucdo. Primeiramente, note que (1+1i)% = 12 +4+2i+i? = 14+2i —
1 = 2i. Usaremos isso para determinar (1+i)?® com mais facilidade.
Veja que podemos decompor (1 4+ 7)?> da seguinte forma:

(1+4)% =[1+)H2- (1 +19).
Substituindo (1 +4)? = 2i, temos:
(1+0) = (20)'2- (1 +i) =222 (1 +4).

Agora, vamos determinar i'? da maneira vista anteriormente. Note
)

que 12 deixa resto 0 na divisao por 4, entdo temos que i'? =% = 1.

Substituindo isso na expressao anterior, temos:

(1+i)®=22%.1.-(1+4)

=212 4 212,
]
Observe que, da mesma forma, podemos usar que (1 —i)? = —2i

para resolver poténcias desse tipo com expoentes maiores. Ilustra-
remos isso no préximo exemplo, envolvendo também as situacoes ja
vistas anteriormente.

Exemplo 4.11. Calcule i''3 . (1 +4)19. (1 —4)!

Solugdo. Primeiramente, vamos escrever (1+i)'? e (1—i)'® de uma
forma conveniente e utilizar o fato de que (1 +i)? =2i e (1 —14)% =
—2¢. Em seguida, desenvolveremos o produto e escreveremos as
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poténcias de ¢ de uma forma conveniente, utilizando o fato de que
i* =1, da seguinte forma:

B )= )P =B D2+ [—)HT- (1)
=M (20)7 - (1 +4) - (—20)7 - (1 —4)
=i (20)% - (=20)"- (1 414)- (1 —19)
113 (29 . 9) . [(_2)7 . i7] ) (12 _ i2)

= —2'7.4.

4.9 Forma Trigonométrica

4.9.1 Como Determinar a Forma Trigonométrica de
Um Nuamero Complexo

Além de representar um ntmero complexo na forma algébrica,
podemos representa-lo por meio da forma trigonométrica:

z=a+bi

Figura 4.3: O ntimero complexo z = a + bi no plano complexo.
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Como vimos anteriormente, o angulo 6 é o argumento de z, de-
notado também por arg(z). Note que, com base nas relagoes de
seno e cosseno, podemos escrever a e b da seguinte formas:

cos) = - = q = |z|cosf

E

b
senf) = — = b= |z|send.

2|

Com isso, podemos substituir a e b em z, obtendo o seguinte:

z=a+bi = z=|z|cosh + |z|senbi

= z = |z|(cosf + isend).

Dessa maneira, conseguimos especificar as coordenadas de z no
plano complexo com base no seu médulo e seu argumento.

Portanto, para encontrarmos a forma trigonométrica de z, pre-
cisamos, primeiramente, encontrar |z|. Feito isso, vamos usar as
seguintes relacoes, que obtemos logo acima:

cost) = |a’
b

sen) = —.
2]

Com isso, encontramos os valores de cosfl e senfl. Com base nesses
valores, conseguimos determinar o angulo 6. Para fazermos isso, é
essencial termos termos uma boa nocao do circulo trigonométrico e
lembrarmos dos arcos notéveis:

30° | 45° | 60°
Semo | L | V2| V3
2 2 2
Cosseno ﬁ @ 1
2 2 2
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A seguir, vamos ilustrar melhor esse procedimento com alguns exem-
plos.

Exemplo 4.12. Escreva o nimero 2 na forma trigonométrica:

Solugao. Primeiro, vamos representar o nimero z = 24 0¢ no plano
complexo:

2| z=2+0i

> Re

Figura 4.4: O ntimero complexo z = 2 + 0¢ no plano complexo.

Veja que como 2 nao possui parte imaginaria, temos [2| = 2 e
@ = 0. Portanto, escrevendo na forma trigonométrica, temos 2 =
2 - [cos(0) 4 isen(0)]. O

Exemplo 4.13. Escreva o nimero 3¢ na forma trigonométrica:

Solugao. Representando o niimero z = 0 4 3¢ no plano complexo,
temos:

Veja que como 3i nao possui parte real, temos [3i] = 3 e § =
90° = g Entdo temos 3i = 3 - [c0s(90°) + isen(90°)] ou 3i =

s oo (3) w0 ()] .

Exemplo 4.14. Escreva o namero 1 + ¢ na forma trigonométrica:

Solugao. Representando o niimero z = 1 4 1¢ no plano complexo,
temos:
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3¢2=0+31
||
:0:90
0 Re

Figura 4.5: O ntimero complexo z = 0 4+ 3¢ no plano complexo.

Im

Figura 4.6: O ntimero complexo z = 1 + 1¢ no plano complexo.

Primeiro, vamos calcular |1 + 17|

1+1i| =V12+12 = V2.

Agora, com base nos valores de cosf e senfl, vamos determinar o
angulo 6:

a 1 V2 V2
cosb = - = — = = —
T+d V2 (V22 2
senf = b —i—@
i V2 2



2
Veja que o angulo 6 ¢é tal que cosf = senfl = 5 O tnico valor

de 0 que satisfaz isso é 6 = 45° = % Portanto, temos que 14 ¢ =
, , ™ . 7T

V2 - [cos(45°) +isen(45°)] ou 1 +i = /2 - {cos <4> + isen <4)] .

O

Exemplo 4.15. Escreva o niimero 144+/3 na forma trigonométrica:

Solugdo. Representando o niimero z = 1+144/3 no plano complexo,
temos:

Figura 4.7: O ntimero complexo z = 1 + i1/3 no plano complexo.

Agora, vamos encontrar |1 + iv/3|:

1+4iV3] =124+ (V3)2=VI+3=Vi=2

Feito isso, usando os valores de cosf e senfl, vamos determinar o
angulo 0:

0 a 1
cos) = —— = —
1+iv3| 2
b V3
senfl = —— = —.
14+iv3] 2
. . 1 3 .
Veja que 6 é tal que cosf = 3 e senfl = - O tnico valor de
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2
0 possivel é 6§ = 60° = % Portanto, temos que 1 + iv/3 = 2 -
2

[cos(60°) +isen(60°)] ou 1+iv/3 = 2- [cos (2;) + isen (3)1 O

4.9.2 Multiplicagdo na Forma Trigonométrica

Assim como fazemos a multiplicacdo de niimeros complexos na
forma algébrica, podemos também fazé-la na forma trigonométrica.
Sejam os nimeros complexos z; e 29, cujas formas trigonomé-
tricas sdo, respectivamente, z; = |z1| - [cos(01) + isen(61)] e z2 =
|z2| - [cos(02) + isen(f2)]. Sabendo das relagoes
cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)
e
sen(a 4+ b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a),

temos que o produto z; - zo é dado por:

21 - 29

= {|z1] - [cos(b1) + isen(01)]} - {|z2| - [cos(02) + isen(B2)]}

= {|z1l|z2|}H{[cos(61) + isen(0y)] - [cos(02) + isen(62)]}

= |z1|]22| - [cos(01)cos(02) + sen(B2)cos(0:)1
+sen(61)cos(02)i — sen(01)sen(2)]

= |z1]| 22| - {[cos(61)cos(02) — sen(B1)sen(62)]
+[sen(62)cos(61) + sen(61)cos(62)]i}

= |21]|22| - [cos(61 + 62) + isen(01 + 62)].

Portanto, para fazer a multiplicagdo niimeros complexos z; =
|z1] - [cos(01) + i(senby)] e zo = |z2] - [cos(02) + isen(f2)] na forma
trigonométrica, temos a férmula:

21+ 22 = |21]|22] - [cos(01 + O2) + isen(01 + 62)].

A seguir, vamos aplicar essa formula em um exemplo.
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Exemplo 4.16. Sejam os nimeros complexos z = 2 - [cos(45°) +
isen(45°)] e w = /3 - [cos(30°) 4 isen(30°)]. Determine z - w.
Solugao. Usando a férmula obtida, temos:
z-w = |z||w| - [cos(45° 4 30°) + isen(45° + 30°)]
= 2V3 - [cos(75°) + isen(75°)].

O

4.9.3 Divisao na Forma Trigonométrica
Sejam os ntmeros complexos z1 = |z1| - [cos(01) + i(senby)] e
zo = |za| - [cos(02) + isen(f2)]. Para fazermos a divisdo entre z; e

zo, temos a seguinte férmula:

S Il [cos(01 — 02) + isen(6y — 02)].

z9 |ZQ‘
Observagao: a demonstracao dessa férmula é um exercicio (Exer-
cicio 20, item (a)) presente no caderno de questoes, no fim da aula.
Exemplo 4.17. Usando a férmula da divisdo na forma trigonomé-
trica, efetue a divisdo de z - w = 2/3 - [cos(75°) + isen(75°)] por
z = 2 - [cos(45°) + isen(45°)]. Veja que, conforme o Exemplo 31,
Yew=1v3. [cos(30°) + isen(30°)].

Solugao. Aplicando os valores na formula, temos:

devemos obter

z-w |z w)

= h [cos(T5° — 45°) + isen(T75° — 45°)]
2 z

= 2\2/§ - [cos(30°) + isen(30°)]

= V3 [cos(30°) + isen(30°)].

Note que obtemos o resultado esperado. O

Exemplo 4.18. Sejam os nimeros complexos z = 2 - [cos(45°) +
isen(45°)] e
w = /3 - [cos(30°) + isen(30°)]. Determine o valor de z.

w
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Solugédo. Aplicando a férmula da divisdo na forma trigonométrica,
temos que:

™

= - [cos(45° — 30°) + isen(45° — 30°)]

B

- [cos(15°) 4 isen(15°)]

V3 oy 4 o
5 [cos(15°) + isen(15°)]

- [cos(15°) + isen(15°)].

Sl Sl

)
w%
w

Problemas Propostos

L | ¢ | *
Facil | Médio | Dificil | Desafio

1. @ Calcule 2011 2012 ;2013
2. @ Calcule §87+3 4 44n+l,
3. @ Calcule:

(a) (1402
(b) (1 -2,
(c) (1+1)2018,

1 .
4. @ O conjugado de Qt?;z é
—-1-1
(a') 5 °
1—1
b :
b)
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14+ 2
(C) 7 *

@ —1;71'.
© 1;1"

5. @ Mostre que os nimeros z; = 1+ e 29 = 1 — ¢ satisfazem a
equacao 22 — 22+ 2 = 0.

6. A Resolva a equagdo |z| —z =2+ 2i.

=

Simplifique a expressao abaixo, reescrevendo-a em sua forma
algébrica:
(3+1i)-(3—1)
(241)-(3—2i)°

8. A Encontre nameros reais x, y, u, v satisfazendo

z=x+1
w=3+yi
z+w=u—1
zw =14+ 1w

9. A Seja z = a+ bi, em que a,b € R. Encontre condigdes sobre
a, b para que:

(a) 2% seja real.
(b) 23 seja imagindrio puro.
_ 1
10. A Para z €, prove que |z]| =12z = —.
z
11. A Prove que |1 +iz| = |1 —iz| se, e somente se, z € R.

12. A Sejam a,b € R. Se a + bi # 0, determine a forma algébrica
1

do nimero -
a—+ b
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

Sejam z = c0s90° + isen90° e w = cos45° + isendb°.

(a) Quanto vale 2107

(b) Quanto vale zw? (Faga essa conta sem transformar na
forma algébrica)

(c) Escreva zw na forma algébrica.

Determine o nimero complexo z na seguinte igualdade: 3i—
22=(2+7)i—T.

1
¢ (ITA) Seja z = a + bi um ntmero complexo. Se z + — é um
ndimero real, entdo mostre que b = 0 ou |z| = 1.
¢ (ITA) Se 2 e z3 sdo nimeros complexos, e 21 + 22 € 2] - 22

sao ambos reais, entao mostre que z; e 25 sdo ambos reais ou
zZ=2z.

¢ Prove que se z é raiz de uma func¢do polinomial p(z) =
anx™+... +a1x+ ag, com ag, ai, ..., a, reais, entao zZ também
é raiz de p(x).

¢ Calcule o valor de (1+414) + (1 +)2 +... + (1 +4)1%,

¢ O ntimero (a+bi)%, a e b reais, é real e estritamente negativo
se, e somente se:

(a) a=0.

(b) b=0.

(c) a#0eb#0.

(d) a#0eb#0ea==b

(e) Nenhuma das alternativas acima.

¢ Seja z = |z|(cosa +isena) e w = |w|(cosB +isenf3), onde o
e 8 sdo os argumentos de z e w, respectivamente.

(a) Mostre a férmula da divisdo na forma trigonométrica:

% = m[cos(a — B) +isen(a — B)].
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(b) Prove a Féormula de De’Moivre: 2" = |z|"(cos(na) +
isen(na)), para n € N.

21. 4 Encontre todos os valores de z que satisfazem 23 — 1 = 0.
Tente fazer isso usando a forma trigonométrica.

22. % Sejam z = |z|(cosf +isenf), w = |w|(cosa +isena), w # 0
eneN.

(a) Mostre que se 2" = w, entao

2k 2k
z = {/|w| [cos <W> + isen <M>] .
n n

(b) Determine quantas raizes tem a seguinte equagao:

i [ <a+2zm> , <a+2m>]
z = {/|w| |cos | ——— | +isen | ——— || .
n n

H4 alguma ligacao com k?

Dicas e solugoes

;2013 ;

L0 = g, 2012 = 1 e 2013 =,

—i,
2. 83 it = 0.

3. (a) (14 0y = —21005 4 91005,
(b) (1 )2012 = —21005,
(c) (1 + 7)2013 = 21006 _ 91006
Lo
)

5. Basta substituir z; e z2 na equagdo dada e verificar que isso
leva a uma igualdade.

4. Alternativa a)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

z = —21.

B+i)-(3—i) 16 (2.
2+i) (3-2) 13 <13)Z

.xe=4,y=-2,u=7ev=->5.

(a) b=0oua = +bV3.
(b) a=0.
Primeiro, suponha que |z| = 1 e use a defini¢do do mddulo

para concluir que Z = —. Depois, suponha que Z = — e use a
z z

defini¢do do conjugado para concluir que |z| = 1.

Primeiro, suponha que |1 +iz| = |1 — iz| e conclua que z =0

e, portanto, z € R. Depois, suponha que z € R para concluir
que |1+ iz| = |1 —iz|.

r a B b ;
a+bi  a®+b? a?+0v2 )"
(a) 210 =—1.

(b) zw = cos(135°) + isen(135°).

1 o .
Escreva z+ — na forma algébrica. O que é necesséario para que
z
z + — seja real?
z

Escreva z1 429 e 2129 na forma algébrica. Sabendo que ambos
0s numeros sao reais, analise suas partes imaginarias.

A Proposicao 26 pode ajudar.

(I4+3)+ (1 +0)24 ... 4+ (1414)100 = (=259 — 1) + 2505,
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19.

20.

21.

22.

Alternativa (e) Nenhuma das alternativas acima. O ntmero
(a + bi)*, com a,b € R, é real e estritamente negativo se, e
somente se, |a| = |b].

(a) Use a formula da multiplicagdo na forma trigonométrica.

(b) Use a férmula trigonométrica da multiplicagdo e aplique
inducao em n.

1 (V3). 1 (V3.
z:—l,z:—2+<2>zez:—2—<2>z

Resolver o exercicio 21 usando a forma trigonométrica pode
ajudar a resolver essa questao.
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Aula 5

Equacoes de Grau Maior

do Que 2

GUSTAVO RODRIGUES DA SILVA

5.1 Introducao

Nesta aula, serdo abordadas diferentes maneiras de resolver uma
equacao de grau 3 ou grau maior. Algumas dessas maneiras ja foram
trabalhadas nas aulas anteriores, outras nao. De inicio, serdo lista-
dos os passos para resolver uma equagao desse tipo. Depois, cada
passo serd trabalhado separadamente em uma secdo, com a ajuda
de varios exemplos.

5.2 Passos para Resolver uma Equacao de
Grau Maior do Que 2

Para resolver uma equacao de grau maior do que 2, podemos
seguir os seguintes passos:

¢ Relagoes de Girard: verificar se as Relagoes de Girard po-
dem ajudar em alguma coisa, principalmente se ji temos al-
guma informagao sobre as raizes da equacgao dada. Saber se
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as raizes sdo inteiras, ou se existem duas raizes opostas ou in-
versas, sdo algumas informacées relevantes que indicam o uso
dessas relacoes;

Se Uma Raiz é Complexa: quando a equagdo tem coefi-
cientes reais e é dada uma raiz complexa, entdo o conjugado
dessa raiz complexa também é raiz da equagdo em questao.
Sabendo disso, trabalhamos com Girard ou podemos dividir
o polinémio a fim de obter outro com 2 graus abaixo. Uma
variante desta regra é quando temos coeficientes racionais e
sabemos que existe uma raiz irracional, entdo o “conjugado”
desta raiz irracional também serd raiz da equacao.

Mudanga de Variavel: verificar se uma mudanga de varia-
vel pode transformar toda a equacdo numa equacao de grau
menor. Um exemplo disso da-se quando temos equacoes bi-
quadradas, bictibicas ou triquadradas;

Fatoracao em Polinémios de Grau Menor: verificar a
possibilidade de fatorar o polinémio caracteristico da equagao
em produtos de polindbmios menores. Por exemplo, podemos
escrever um polindémio de grau 4 como produto de dois polind-
mios de grau 2;

Procurar Possiveis Raizes Racionais e Reduzir o Grau:
se os coeficientes do polinémio caracteristico da equagao forem
todos inteiros, podemos procurar as possiveis raizes racionais
deste polinémio. Depois de achar algumas raizes, podemos
efetuar a divisdo utilizando o Dispositivo de Briot-Ruffini ou
o Método da Chave, a fim de reduzir o grau do polinémio;

Identificar Equagoes Reciprocas e Resolvé-las: verificar

se os coeficientes do polinémio formam um palindromo ou um
palindromo com sinais trocados (equagoes reciprocas);

Resolver equagées do tipo: f(f(f(f...(f(z)))) = z.
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A seguir, cada forma de resolucdo acima listada sera trabalhada
em uma, se¢ao separada, com o auxilio de exercicios para exemplificar
cada uma.

5.3 Relagoes de Girard

Primeiramente, vamos recordar brevemente a construgao dessas
relagoes. Conforme vimos na Aula 3, sobre Relagoes de Girard, dada
a equacdo polinomial do terceiro grau az3 + bx? + cx 4+ d = 0, com
as raizes x1, T2 e T3, temos as seguintes relagoes sobre essas raizes:

r1+2x9 +23 =——
a

C
T1x2 + 1123 + XT3 = —
a

d

12Xy — ——.
a

Além disso, se temos a equacao de grau 4 ax?+ba?+ca’+dr+e =
0, cujas raizes sdo x1,x2,x3 € x4, as Rela¢bes de Girard nos dizem
que:

1+ T2+ 23+ 214 = ——
a

c

T1X9 + X123 + T1T4 + T2T3 + ToTa + T34 = P

T1X9T3 + T1T2T4 + T1T3%4 + T2X3T4 = T

(&
T1XQX3T4 = —.
a

Veja que, do lado esquerdo das igualdades, temos a soma das
raizes separadamente, depois a soma das raizes aos pares, depois a
soma das raizes aos trios, e depois a soma das raizes aos quartetos,
o que coincide com o produto das raizes. Por outro lado, do lado
direito da igualdade temos temos a divisao dos coeficientes b, ¢, d, e...
por a, fazendo a alternancia de sinais. Isso pode ser estendido para
equagdes polinomiais de qualquer grau.
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De maneira geral, as Relagoes de Girard mostram-se eficientes
para solucionar problemas de equagoes polinomiais onde ja conhe-
cemos algumas informacoes sobre suas raizes.

Agora que ja recordamos a construgao das Relagoes de Girard,
vamos aos exemplos. A seguir, temos exercicios cujas resolugoes de-
mandam o uso dessas relages para a obtencao das raizes de equacdes
de grau maior do que 2.

Exemplo 5.1. As raizes da equacio polinomial 23 — 1522 + Tl —
105 = 0 estdo em progressao aritmética. Calcule essas raizes.

Solugao. Sejam z1,x2 e x3 as raizes da equagdo dada. Se essas
estdo em progressao aritmética de razao r, entdo a3 = az —r e
as = az + r. Com isso, temos que as raizes da equacao dada sdo
as — 1, as e as + r. Agora, usando as Relagoes de Girard para a
soma e o produto das raizes:

b ~15
T+ T2+ 23 =——= (ag —7) + (az) + (a2 +71) = — 1
= 3a9 = 15
= a9 =5
d ~105
95156296‘32**:>(5—r)-5-(5+r):,T
a
=B-7r)-(5+r)-5=105

= (52 — %) .5 =105
=52 —r? =21

Veja que obtemos r = +2, mas como r é a razao da P.A., deve ser
um ntmero nao-negativo. Portanto, temos que r = 2. Com isso, as
raizes sdo 1 = 3,20 =Hb e x3 =T. O

Observagao: note que, uma vez que as raizes estdo em P.A. de
razao r, poderiamos escrevé-las como x1,z1 + 7 e x1 + 2r. Porém,
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a0 escrevermos as raizes como rg — 7, T9 € To + r, simplificamos as
contas com alguns cancelamentos da constante r.

Exemplo 5.2. (ITA) Seja k € R tal que a equacio 22> + 722 +4x +
k = 0 possua uma raiz dupla e inteira 7 e uma raiz xo, distinta
de z1 (ou seja, as raizes sdo z1,x; e x2). Determine o valor de
(k4 z1) - 2.

Solugao. Vamos utilizar as Relagoes de Girard para a soma e soma
aos pares das raizes:

b 7
x1+x1+x2:—a:>2x1+a:2:—5 (5.1)

4
121 +T122 + X120 = ¢ = a:% + 22129 = B =2 (5.2)

a
Isolando x5 em (1), temos:
7 7
201 + a0 = 3 = Ty = —5—21’1

Substituindo x2 em (2):

2
= 2 — Ty — 423 =2

2 4 2 7
ZL‘1+21L‘1:E2:§:2:>{L‘1+2:E1 —— —2x1 ) =2

= 327 -7, -2=0
:>3$%+7$1+2:0'

Analisando as solugdes da equagao acima, notamos que a Unica so-
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lucdo inteira é x1 = —2. Substituindo z1 na expressao de xo, temos:

1
Portanto, temos zg = 5 Usando novamente as Relagoes de Girard,

dessa vez para o produto das raizes, temos:

1 k
Ty =~ = (-2)-(-2)- 3= "3
k
2=—=
= 2
= —k=
=>k=-4

Finalmente, substituindo os valores em (k + x1) - 2, temos:

1
(k+$1)~1‘2=(—4—2)~§
1
__6.5
= -3.

5.4 Se Uma Raiz é Complexa

Primeiramente, lembremos que, se z = a + bi, entdo o conjugado
de z é dado por Z = a — bi. Conforme a demonstracao feita na Aula

88



4, sobre Numeros Complexos, sabemos que a seguinte proposicao é
verdadeira: Se o nimero complexo z é raiz de uma fung¢ao polino-
mial p(z) = apa™ + ... + a1z + ag, com ag, ay, ..., a, reais, entdo z
também ¢é raiz de p(x).

Sabendo disso, quando uma equagdo tem coeficientes reais e é
dada uma raiz complexa, entdo o conjugado dessa raiz complexa
também é raiz da equagdo em questdo. Sendo assim, podemos pros-
seguir no problema utilizando as Relacées de Girard ou abaixando
o grau da equagdo com a qual estamos trabalhando.

Veja que, se z = a + bi é raiz de um polindémio p(x), entao
Z = a — bi também é. Dessa forma, p(x) é divisivel por z e por % e,
consequentemente, p(x) seré divisivel por z -z = a? + b?. Com isso,
ao efetuarmos a divisdo de p(x) por z - Z, obtemos um polindémio
q(x) com dois graus abaixo de p(z).

Agora, vamos as resolucgoes de alguns exercicios que exigem a
aplicacao desses conceitos.

Exemplo 5.3. (ITA 2005 - Modificada) O ntimero complexo 2 + i
é raiz do polinomio f(z) = z* + 23 + p2? + 2 + ¢, com p,q € R.
Sabendo que as demais raizes de f(x) s@o reais, a alternativa que
mais se aproxima da soma dessas raizes reais de f é:

(a) 4

Solugao. Como 2+ éraiz de f(z) e os coeficientes sao todos reais,
entdo 2 — i também é raiz de f(x). Sejam x; e x as demais raizes.
Usando a Relacdo de Girard para a soma das raizes, temos:

. . b 1
x1+x2+(2+z)+(2—z):—a:>m+ﬂ:2+4:—1

= T+ x20 = —5.
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Ou seja, a soma das raizes reais de f(z) é igual a x; + x2 = —5.
Portanto, a alternativa correta é a (e) -5. O

Exemplo 5.4. (ITA 2006) Seja p um polinémio com coeficientes
reais, de grau 7, que admite 1 — ¢ como raiz de multiplicidade 2.
Sabe-se que a soma e o produto de todas as raizes de p sdo, respec-
tivamente, 10 e —40. Sendo afirmado que trés raizes de p sado reais
e distintas e formam uma progressao aritmética, entao, tais raizes
sdo:

v 193
5 e

DN W
| =
q
w

+

DO o

(a)
(b) 2 —4v/13,2 e 2+ 4/13.

(c) —4,2e8.
(d) —2,3¢8.
(e) —1,2eb.

Solugao. Se um polinémio p de grau 7, com coeficientes reais, ad-
mite 174 como raiz de multiplicidade 2, entdo, também admite 1+ ¢
como raiz de multiplicidade 2. Dessa forma, ja temos quatro raizes
para o polinémio dado. Sabemos que p possui trés raizes reais e
distintas que estdo em progressao aritmética. Entdo, sejam o — r,
aea+r, com a,r € R, essas outras trés raizes de p. Sendo assim,
usando as Relagoes de Girard para a soma e o produto das raizes,
temos:

1= +Q-)+Q+i)+1+i)+(a—r)+a+(a+7r)=10
(I—=4)-(1—=4)-(1+4)-(1+43) - (a—7r) - (a+r)=—40.

Da primeira equagao, obtemos:

44+3a=10=3a=6
= a=2.
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Lembremos que (1 +14)? = 2i e (1 —4)? = —2i. Usando isso para
simplificar a segunda equagao e, sabendo que a = 2, temos:

(1= (1+)? [(a—=7)-(a+7)] -a=—40
=(—2i) - (2i) - (&® —r?) - a = —40
=4-(a® -1 -a=—40
=4-(22 —7?) .2 = —40
=8 (4—1r%) = —40
=32 —8r? +40=0
= -8 +72=0

=—7r24+9=0
=r2=9
=r = 13.

Com isso, as trés raizes reais de p sdo —1,2 e 5. Portanto, a alter-
nativa correta é (e) —1,2 e 5. O

5.5 Mudanca de Variavel

A mudanga de varidvel é uma técnica utilizada para simplificar
a escrita de expressoes matematicas. Quando tratamos de equa-
¢Oes, essa técnica serve para reescrevermos a equacao de uma forma
conveniente, facilitando a obtencéo de suas solugoes.

Algumas aplicagoes basicas da mudanca de varidvel se dao quando
estamos trabalhando com equagoes biquadradas, bictibicas ou tri-
quadradas, conforme segue.

« Equacées biquadradas: sio equacoes da forma ax* + bz? +
¢ = 0. Para resolver uma equacio desse tipo, precisamos fazer
uma mudanca de varigvel, substituindo 2 = y. Dessa forma,
obtemos a equacdo do segundo grau ay? + by + ¢ = 0. Depois
disso, encontramos os possiveis valores de y e substituimos na
igualdade 2 = y. Assim, obtemos os valores de z.
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« Equacées bictibicas: sio equacoes da forma ax®+bx? +cx?+
d = 0. Para resolver uma equagado assim, podemos efetuar a
substituicdo de 2 = vy, obtendo a equacio cibica ay® + by? +
cy +d = 0. Apo6s encontrar os valores de y que satisfazem a
essa equacao, substituimos os trés valores de y encontrados na
igualdade 22 = y, obtendo trés equacdes de grau 2, de onde
descobrimos as 6 solucdes da equacao do sexto grau.

« Equacdes triquadradas: sio equacoes da forma az5 4 ba> +
¢ = 0. Para solucionar uma equacao desse tipo, basta efetuar a
substituicdo 23 = y. Assim, obtemos a equacio y%+by+c =0
€ prosseguimos como nos casos anteriores.

Exemplo 5.5. Encontre as solucdes da equacio z* — 522 +4 = 0.

Solucéo. Primeiramente, note que a equagio z* — 522 +4 =0 é
biquadrada, pois estd escrita na forma az* + bz? + ¢ = 0. Sendo
assim, podemos efetuar a substituicdo 22 = y, obtendo a seguinte
equacao:

y? —5y+4=0

Resolvendo essa equacao do segundo grau, encontramos as solugdes
y=1ey =4. Agora, vamos substituir cada um desses valores na
igualdade z? = y:

« Substituindo y = 1, obtemos a equacio 2% = 1, cujas solucdes
sao -1 e 1.

2

e Substituindo y = 4, chegamos a equacao x* = 4, que possui

as solugoes -2 e 2.

Com isso, o conjunto solugéo da equagao inicial é S = {—1,1, —2,2}.
O

Exemplo 5.6. Resolva a equacio 2% + 423 +1 = 0.

Solugao. Veja que a equacao dada é triquadrada. Sendo assim,
vamos efetuar a substituicdo z® = Yy para obtermos uma equagao
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quadratica com a variavel y, entdo temos:

P44 +1=0= (2®)?+ 423 +1=0
= > +4y+1=0.

A equacio acima possui as solucbes —2 + /3. Entdo temos:

e Sey=-2—+3 entdo 23 =/-2+ 3=z =//-2+ 3.

e Sey=-2++3, entdo 2> = —2+3=>x=1/-2+3.
O

Por outro lado, a mudanca de varidvel necessaria pode nao ser
tao trivial, como no exemplo que segue.

Exemplo 5.7. Encontre as solu¢oes reais da equacao vz2 — x + 2+
Va2 —r+7=+V2z2 - 22+ 21.

Solugdo. Vamos introduzir uma nova variavel y = 22—z +2. Entéo,
teremos a equagao:

VI+Vy+5=y+17.

Note que, se queremos solugdes reais, devemos assumir y > 0. Caso
contrario, terfamos /y ¢ R. Sendo assim, podemos determinar y
da seguinte maneira:

VI VY +5=Vy+17T=(/y+Vy+5)? = (/2y +17)?
=Y +2-Vy Vy+5+y+5=2y+17

=2-4/y? + 5y =12

=>1\/y2+5y=26

=y® + 5y = 36
=% + 5y — 36 = 0.

A equacdo acima possui as solugoes y = —9 e y = 4. Porém, como
haviamos estabelecido y > 0, temos que y = 4 é a inica soluc¢ado. Por

93



tltimo, lembremos que y = 22 — x + 2 e, agora que conhecemos ¥,

podemos determinar os possiveis valores de & da seguinte maneira:

P —r42=y=4=s2—2-2=0.

Podemos ver facilmente que a equacao acima tem as solugdes x = —1
e x = 2, que sao as solugdes do problema. O

5.6 Fatoracao em Polinéomios de Grau Menor

De inicio, vamos relembrar brevemente uma consequéncia muito
importante do Teorema de D’Alembert: assunto que foi trabalhado
na Aula 2, sobre Polindmios. A afirmacao referida é a seguinte:
Se x1 é raiz do polinémio P(x), entdo P(x) é divisivel por = — x.
Saber disso ¢ essencial para que consigamos reduzir o grau de um
polinémio com base em uma de suas raizes. Por exemplo, se x; é raiz
do polinémio P(z), de grau n, entdo sabemos que P(z) é divisivel
por z—x1. Com isso, podemos efetuar essa divisao e escrever P(x) =
(x —x1) - Q(x), onde Q(x), de grau n — 1, é o quociente da divisao
realizada. Note que, feito isso, transformamos o polindomio P(x) em
um produto de dois polindmios de grau menor. Além disso, vale
lembrar que as demais raizes de P(z) serdo as raizes de Q(z).

Agora, vamos apresentar alguns exercicios cujas resolugoes exi-
gem o conhecimento da fatoragdo de polinémios.

Exemplo 5.8. Encontre todas as raizes do polinémio p(x) = x3 +
522 — 2z — 24 sabendo que 2 é uma raiz de p(z).

Solugao. Se p(2) = 0, entdo p(x) é divisivel por = — 2. Podemos
efetuar essa divisdo pelo Método da Chave, da seguinte forma:
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B +5x2 —2x—24|x—2
— 23 4 222 22+ Tx + 12

T2 — 2

— 7x? + 142
122 — 24
—12x+ 24

0

Veja que, na divisao de p(z) por x — 2, obtemos o quociente ¢(z) =
22 + Tz + 12. Isso significa que podemos escrever p(z) = (z — 2) -
(22 + Tz + 12).

Agora, se queremos encontrar as demais raizes de p(zx), basta
encontrar os valores de x tais que ¢(z) = 0, ou seja, as raizes da
equacdo x2 + Tz 4+ 12 = 0. Usando o Método de Soma e Produto,
queremos encontrar rj e xo tais que:

Tyt =—7

1T = 12.
Com isso, temos que 1 = —3 e x9 = —4 sdo as demais raizes de
p(x). O

Exemplo 5.9. Considere o polindémio p(x) = z* — (1 +2v/3)2® +
(3+2v3)x? — (1 +4V3)z + 2.

(a) Determine os niimeros reais a e b tais que p(z) = (2% + ax +
1) - (22 + bx + 2).
Solugao. Primeiramente, efetuando o produto dos dois fato-
res de p(x), temos:

p(x) = (2* +ax + 1) - (2 4+ br + 2)
= 2% + (a+b)z® + (3 + ab)a® + (2a + b)z + 2.

Mas veja que o valor de p(x) dado no enunciado é p(z) =
= (142v3)2® + (3 +2v3)x? — (14+4v/3)z +2, entdo temos:

et — (1+2v3)2® + (3+2v3)2? — (1 +4V3)z + 2
=zt + (a+ )2 + (3 + ab)2® + (2a + b)z + 2.
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Igualando os coeficientes, temos as seguintes equacoes:

a+b=-1-2V3
3+ab=34+2V3=ab=2V3 (5.4)
204+b=—1—4V3 (5.5)
Isolando a em (3):
a+b=-1-2V3=a=-1-2V3-b
Substituindo esse valor de a em (5):
20+b=14+4V3=2(-1-2V3-b)+b=—-1—-4V3
= —2-4V3-2b+b=—-1-4V3
= —b=-1+2
=b=-1.
Substituindo b = —1 em (4), temos:
ab=2V3=a-(-1)=2V3
= —a = 2\/§
= a=—-2V3.
Portanto, temos que a = —2v/3 e b = —1. ]

Determine as raizes de p(z).

Solugao. Veja que, no item anterior, vimos que p(x) pode ser
escrito como p(z) = (22 +ax+1)- (22 +bx+2), com a = —2/3
e b= —1, ou seja:

p(x) = (2> =23z +1) - (22 — 2+ 2).

Com isso, temos que p(z) = 0 quando (22 — 23z +1) = 0
ou (z2 —x +2) = 0. Com a Férmula de Bhaskara, podemos
facilmente ver que a primeira equacio tem raizes v3++v/2, e a

1+iV7

segunda tem raizes . Portanto, as raizes do polinémio

p(z) sao:

96



—i\ﬁe 1+V7
2 9

V3— V3 VB4 E,

0

5.7 Procurar Possiveis Raizes Racionais e Re-
duzir o Grau

De inicio, vamos relembrar o Teorema das Raizes Racionais, que
foi enunciado e demonstrado na Aula 2, sobre Polinémios. Esse
teorema é muito importante, pois permite encontrar raizes racionais
de um polinémio quando seus coeficientes sdo todos inteiros. O
enunciado desse teorema é o que segue.

Teorema 5.1 (Teorema das Raizes Racionais). Seja o polinémio

P(z) = apz™ + An_12" 1+ ...+ a1z + ag, com ag, ..., an € Z.

Seja g uma raiz racional de P(z), ou seja, P (Z) =0,comp,q €Z
e mdc(p,q) = 1. Entao p é um divisor de ag e ¢ é um divisor de a,,.

Entao, quando um polinémio p(z) possui todos os coeficientes
inteiros, podemos encontrar os possiveis candidatos as raizes racio-
nais de p(z). Em seguida, devemos testar cada um dos candidatos
para verificar se algum é, de fato, uma raiz de p(z). Caso encontre-
mos uma raiz x; desse polinémio, podemos dividir p(z) por x — 1
usando o Método da Chave ou o Dispositivo de Briot-Ruffini. Dessa
forma, conseguimos fatorar p(x) em um produto de dois polindémios
de grau menor. A seguir veremos isso com alguns exemplos.

Exemplo 5.10. Encontre as solucdes da equacio 23 —6z2—z+30 =
0.

Solugao. Vamos usar o Teorema das Raizes Racionais para encon-
. N ~ ~ ~ .. P -
trar candidatos as solucoes da equagao. Entdo, seja = uma solucao

racional da equacgdo dada, com p,q € Z e primos entre si. O teo-
rema nos diz que p é um divisor de 30 e ¢ é um divisor de 1. Entao
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p € {£1,£2,+3,4+5,4+6,+10,£15,+30} e ¢ € {£1}. Com isso, te-
mos que P € {£1,£2,+3,+5,46,+£10,£15,£30}. Feito isso, na
tentativa ((]ie encontrar alguma solucdo para o problema, devemos
substituir cada um dos possiveis valores de 6 na equacgado dada,

como faremos a seguir.

e Substituindo x = —1:

(=1)3 = 6(=1)2 = (=1) +30=—1—6+1+30 =24 # 0.
e Substituindo = = 1:
13—-6-12—14+30=1-6—-14+30=24 #0.
e Substituindo x = —2:
(=2)3 —6(—2)2 — (-2) +30 = -8 —24 +2+32=0.

Veja que, ao fazermos os testes, descobrimos que x = —2 é uma
solucao da equagao dada. Com isso, sabemos que o polinémio p(z) =

23 — 622 — x + 30 é divisivel por = + 2. Efetuando essa divisao com
o Dispositivo de Briot-Ruffini, temos:

1 -6 -1 30
—2 -2 16 —30
1 -8 15 0

Ou seja, obtemos o quociente g(z) = 2 —8x+15 e podemos escrever:
p(a) = (z+2) - q(z) = (x +2) - (2% — 8z +15).
Agora, veja que as demais raizes de p(z) sdo as raizes de q(z).
Usando o Método de Soma e Produto, temos que as raizes z; e
x9 de q(x) sdo tais que:
r1+x9 =28

1T = 15.

Ou seja, as demais raizes sdo x1 = 3 e z2 = 5. Portanto, as solugoes
da equacado dada sao —2,3 e 5. ]
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Exemplo 5.11. Resolva a equacdo 62% — 22 — 202 + 12 = 0.

Solugao. Usando o Teorema das Raizes Racionais, vamos encontrar
os candidatos a raiz de p(r) = 623 — 22 — 20z + 12. Entdo, seja

b um candidato, com p,q € Z e primos entre si. O teorema nos
diz que p é um divisor de 12 e ¢ é um divisor de 6. Entdo p €

{£1,£2,43,+4,4£6,+12} e g € {£1,+2,£3,4+6}. Com isso, temos

p 1 3 1 2 4 1
que & € {£1,4£2 43,44, 46, £12, 4= 4> +— +Z - -
q 277273737376

3

tanto, x = — é uma solucdo da equagao inicial. Sabendo disso,

Ao testarmos as possiveis raizes, vemos que p () =0 e, por-

2
podemos dividir p(z) por = — 3 como faremos a seguir com o Dis-

positivo de Briot-Ruffini:

6 -1 —20 12
4 2 —12
6 3 —18 0

Wl

Veja que obtemos o quociente g(z) = 62% + 3z — 18 e, com isso,
podemos escrever:

2
62> — 2% — 20z + 12 = (x—g) - (62° + 3z — 18).

Agora, resta encontrar as raizes de ¢(z) = 62 + 3z — 18. Usando a
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Férmula de Bhaskara, temos:

L _T3EVF 16 (C18)

2-6
=3+ V9 +432
B 12
=3+ V44l
12
_—-3+v32-7?
B 12
_—3+3-7
12
e ==
=
Com isso, temos que as outras raizes que procuravamos sao ri =
-1-7_ -8 _ 9 _—1+7_§_§Ptt Luf
1 -3 = ez =—, — = = 5. Portanto, concluimos
que a equacio 63 — 22 — 202 + 12 = 0 possui o conjunto soluciao
2 3
S=4q=,-2,-7. O
t23)
5.8 Identificar Equacoes Reciprocas e Resolvé-
las

5.8.1 Definicao de Equacao Reciproca

Chamamos uma equacao de reciproca quando os coeficientes das
parcelas equidistantes dos extremos forem iguais ou opostos (tiverem
sinais trocados), quando ordenados segundo as poténcias decrescen-
tes da varidvel. O estudo das equagoes reciprocas é importante por
conta do seguinte teoremas:

Teorema 5.2. Seja a equacao reciproca P(z) = 0. Se r for uma de
suas solucOes, entdo — também é.

r
Observagao: a demonstracdo desse teorema é um exercicio pre-

sente no caderno de questdes, no fim da aula. Os nimeros r e — sdo
r
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chamados de numeros reciprocos, o que é o mesmo que dizer que
Sao Inversos.

5.8.2 Classificagcoes das Equacgoes Reciprocas

As equagoes reciprocas possuem duas classificacbes. Uma equa-
¢ao desse tipo é de primeira espécie ou de segunda espécie, conforme
veremos a seguir.

« Equacao Reciproca de 12 Espécie: uma equagao reciproca
de primeira espécie é tal que os coeficientes das parcelas equi-
distantes dos extremos sao iguais.

Como exemplo, considere a seguinte equagao:
3t +22% + 522 + 22 +3=0. (5.6)

Note que, quando organizamos as variaveis conforme a ordem
decrescente da poténcia, os coeficientes sdo 3, 2, 5, 2 e 3.
Ou seja, os coeficientes equidistantes dos extremos sdo iguais.
Portanto, a equagao (6) é reciproca de 1? espécie.

Outro exemplo desse tipo de equagao é a que segue:
gt 4222 +1=0. (5.7)

E importante lembrarmos que, se nio temos as parcelas com
2% e x, entdo seus coeficientes sao zero. Com isso, temos os
seguintes coeficientes: 1, 0, 2, 0, 1. Veja que, como os coefici-
entes equidistantes dos extremos sdo iguais, a equagao (7) é,
de fato, reciproca de primeira espécie.

e Equacao Reciproca de 22 Espécie: uma equacgdo reci-
proca de primeira espécie € tal que os coeficientes das parcelas
equidistantes dos extremos sao opostos, ou seja, de sinais tro-
cados.

Como exemplo, considere a seguinte equagao:

2® + 2% +32% — 322 — 22— 1 =0. (5.8)
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Note que, quando organizamos as variaveis conforme a ordem
decrescente da poténcia, os coeficientes sdo 1, 2, 3, -3, -2 e
-1. Note que os coeficientes equidistantes dos extremos sao
opostos. Com isso, a equagao (8) é reciproca de 2% espécie.

Outro exemplo é a seguinte equacao:
520 —4ad 472t 4223 — T2’ 42 —5=0. (5.9

Veja que os coeficientes sdo 5, -4, 7, 2, -7, 4 e -5 e os equi-
distantes dos extremos sao opostos. Com isso, a equagao (9)
também é reciproca de 22 espécie.

Exemplo 5.12. A equacdo (v —2)* = —1123 + 1222 — 352 + 15 é
reciproca? Se sim, classifique-a.

Solugao. Primeiro, precisamos escrever as varidveis conforme a or-
dem decrescente da poténcia, como segue:

(x —2)* = —112°% + 1222 — 352 + 15
= 2% 8342422 — 322 + 16 = — 1123 + 1222 — 352 + 15
= 2% —8z3 + 1123 4+ 2422 — 1222 — 320+ 352+ 16 — 15 =0
= 2t + 3234+ 1222 + 32 +1=0.

Note que as varidveis ja estdo organizadas em ordem decrescente de
poténcia. Nessa ordem, os coeficientes sao 1, 3, 12, 3, 1. Note que
os coeficientes equidistantes dos extremos sdo iguais. Com isso, a
equacao dada é reciproca e, além disso, é de primeira espécie. [
Exemplo 5.13. Seja P(r) = 222 — 52 + 2, com P(2) = 0. Resolva
a equagao P(z) = 0.

Solugdo. Veja que P(z) = 0 é uma equagao reciproca de primeira
espécie, pois os coeficientes do primeiro termo sdo 2, -5 e 2. Sabemos
que r = 2 é raiz da equacao em questdao, e como essa é reciproca,

temos que 3 também é. Note que P(z) = 0 é uma equagao de grau
2, entdo possui apenas duas solugdes. Sendo assim, ji conhecemos

1
todas as solugoes da equacgao: 2 e 3 O
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Exemplo 5.14. (ITA 2008) E dada a equacdo polinomial (a + ¢ +
2)z® 4+ (b+3c+ 1)z 4+ (c—a)z + (a+ b+ 4) = 0, com a, b, c reais.
Sabendo-se que esta equacdo é reciproca de primeira espécie e que
1 é uma raiz, entao o produto abc é igual a:

(a) -2.
(b) 4.

(c) 6.
(d) 9.
(e) 12.
Solugao. Sabemos que uma equagao ¢é reciproca de primeira espécie
quando os coeficientes equidistantes dos extremos sdo iguais e, tendo
a informacgdo de que 1 é raiz da equacdo dada, temos o seguinte
sistema de equagoes:
a+c+2=a+b+4
b+3c+1=c—a
(a+c+2)+(b+3c+1)+(c—a)+(a+b+4)=0

Simplificando cada uma das equagdes, temos:

c=b+2
a+b+2c+1=0
a+2b+5¢c+7=0

Substituindo ¢ = b + 2 nas demais equacgoes, temos:
a+b+2c+1=0=a+b+20b+2)+1=0

=a+b+20+4+1=0
=a+3b+5=0.

a+2b+5c+7=0=a+2b+50b+2)+7=0
=a+2b+5b+10+7=0
=a+7+17=0.
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Veja que agora temos as equacoes:

a+3b+5=0 (5.10)
a+T7b+17=0. (5.11)
Isolando a em (10), temos que a = —3b — 5. Substituindo isso em
(11):
a+T+17=0=(-30—5)+7b+17=0
=4b+12=0
= 4b = —12
= b= 3.
Sabendo que b = —3, podemos obter a e c:
a=—-3—-5=>a=-3b—-5
=a=-3-(-3)-5
>a=9-5
=a=4
c=b+2=c=-3+2
=c=—1.
Por fim, encontramos a = 4,b = —3 e ¢ = —1. Portanto, abc =
4.(=3)-(-1)=12. O

5.8.3 -1 e 1 Como Solugoes

Seja a seguinte equacdo reciproca de grau n, com a, # O:
p(x) = apx™ + 12"+ an_ox™ 2 4 ... + asx® + a1z + ag = 0.

Analisemos as solucoes dessa equacao de acordo com a paridade de
n:

104



e Se n for par: note que se n for par, entdo temos uma quanti-
dade impar de coeficientes do lado esquerdo. Com isso, temos
um coeficiente central. Se a equagao p(z) = 0 for reciproca de
primeira ordem, independente do valor do coeficiente central,
temos que -1 e 1 sao solugdes. Caso p(z) = 0 seja uma equagao
reciproca de segunda ordem com o coeficiente central igual a
0, entdo -1 e 1 serdo solucdes.

o Se n for impar: se p(z) = 0 for de primeira espécie, o valor
-1 é sempre uma solugdo. Se p(z) = 0 for de segunda espécie,
o valor 1 é sempre uma solucéo.

Observagao: de maneira mais pratica, sempre que estivermos di-
ante de uma equagao reciproca, os valores 1 e -1 sdo fortes candi-
datos as solucbes dessa equacao. Portanto, devemos substituir esses
valores na equacao dada para verificar se sdo raizes.

Exemplo 5.15. Encontre todas as solugdes da equagdo p(z) =
223 — 3% — 3z +2 = 0.

Solugao. Note que a equacao dada possui grau impar e é reciproca
de primeira espécie, isso significa que possui -1 como solucdao. De
fato, pois:
p(=1)=2-(=1) =3-(=1)* = 3-(=1) +2

=—-2-3+3+2

=0.
Sabendo que -1 é raiz, podemos abaixar o grau da equagao dividindo
o primeiro membro por x + 1. Faremos isso utilizando o Método da

Chave:
23 =322 —3x+2|z+1
— 223 — 222 222 — 5x + 2

— 5x% — 3z
522 + bz
2 + 2
—2x -2

0
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Veja que o quociente obtido é ¢(z) = 222 — 5z + 2. Entdo, podemos
reescrever a equacao inicial como:

(x+1)- (222 =52 +2) = 0.
Com isso, as demais solugoes sao as raizes de ¢(z). Vemos facilmente

1
que ¢(z) tem raizes 2 e 3 Portanto, as solucoes da equagao inicial

1
sao —1,2 e —. ]
2

5.8.4 Técnica para Resolver uma Equacao Reciproca

De forma geral, podemos seguir alguns passos para resolver uma
equacao reciproca. Isso serd mostrado a seguir com o auxilio de um
exemplo.

Exemplo 5.16. Resolva a equacio 1224 —5623+8922—562+12 = 0.

Observagao: note que a equacao desse exemplo é reciproca de pri-
meira espécie. Porém, a solucdo a seguir também serve de exemplo
para a resolucdo de uma equacao reciproca de segunda espécie, uma
vez que 0s passos a serem tomados Sa0 08 mesmos.

Solugao. Primeiro, reorganizamos as parcelas da equacao de forma
que os coeficientes iguais (ou opostos) fiquem préximos. Assim:

122* + 12 — 5623 — 562 + 8922 = 0.

Veja que, como temos pares de coeficientes iguais, podemos colocé-
los em evidéncia, como segue:

12(2* +1) — 56(2® 4 2) + 892 = 0.

Feito isso, vamos dividir toda a equacio por z?:

12(z* +1) = 56(2° +x) + 892 0

2

22
4 1 3
N 12.<x—;— >_56‘<x 42—:U> (893})
T T
9 1
= 12 - "+ — —56-x+ + 89 = 0.
x T
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Por 1ltimo, devemos analisar as expressoes dentro dos parénteses e
efetuarmos a mudanca de varidvel apropriada. Nesse caso, podemos

tomar y = x+—. Com isso, precisamos também escrever a expressao

z? + — em funcdo de y. Podemos fazer isso da seguinte maneira:
x
1 N 1\?
T x

1
= yYP=22+2-2- -+

xr
1
2

1

= y2 — 2= .’L'2 —+ 3
x

Veja que, fazendo essa manipulagdo algébrica, conseguimos escrever
1

o termo desejado em funcio de y. Agora, temos que y°>—2 = 332+—2.
x

Feito isso, podemos substituir os termos na equacgao anterior:

1 1
12‘<x2+2)—56-(x+>+89:0
X T

= 12 (y* —2) — 56y +89 =0
= 1292 — 24 — 56y +89 =0
= 12y% — 56y + 65 = 0.

~ " . 5
Da equacao quadratica acima, temos que y = 3 ouy = 5 Recor-

1
demos que y = ¢ + —, entao:
x

5
e Sey=—:
ey=3

rO | en
I
&
_l’_
8|~



Podemos facilmente ver que a equagio acima tem solugoes 2

1
e —.
2
13
[ ] S = —
ey 6
13 +1:> 13 22+1
7:.%' —_— —_—
6 T 6 x
13

1
= x2—(63)x+1:0.

Usando a Férmula de Bhaskara, vemos que os valores de x que
3 2

satisfazem a equacdo acima sdo — e —.

2 3
Portanto, obtemos o seguinte conjunto solucdo para a equacao ini-
13 2
cial: S:{Q,,,}. O
2°2°3

ao: vej uca ua-
Observacgao: veja que, como esperado, para cada solucao da equa
¢ao dada, seu inverso também é solugdo. Isso ocorreu porque a
equacdo inicial é reciproca.

5.9 Resolver Equagoes do Tipo f(f(f(...(f(x)))) =
x

Se temos uma equagdo do tipo f(f(f(...(f(z)))))) = =z, po-
demos buscar suas raizes de uma maneira relativamente simples,

como segue. Veja que, pela construcao dessa fun¢do composta, se
f(x) = z, entdo f(f(x)) = f(x) = x, consequentemente temos
f(f(f(x) = f(f(x)) = f(z) = z, e assim por diante. Isso quer
dizer que, se z¢ é raiz da equagdo f(z) = x, entdo xy também serd
raiz da equagdo f(f(f(...(f(x)))))) = x. Assim, podemos achar rai-
zes dessas funcgoes compostas olhando primeiramente para a raiz de

f(z) ==z
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Exemplo 5.17. Resolva a equagdo z = 2+\/2 + \/2 +..4/2+ x,

de onde se extrai a raiz quadrada n vezes, com n > 2.

Solugdo. Veja que, se x = 2++/z, entdao 24+4/2 + /. = 2+/z = =z,
e assim sucessivamente. Portanto, se z¢ é raiz de x = 2 + /«z,
também serd raiz da equacdo inicial. Analisemos entdo as solugoes

de z =2+ /z:
r=2+Vrx=x—-2=\x
(o —2)? = (Va)?
=zl —drxt+d4=z
=a® — b5z +4 = 0.

A equacdo acima tem solucoes 1 e 4, que sao as solugoes da equacio
inicial. O

Problemas Propostos

o | | ¢ | x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. ® (Ufmg 95) A soma dos quadrados das raizes da equagao
Bz —1)(322 - 22 —-1)=0¢é

co.‘ E w‘i oo'\ V] co_\ — O
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2. @ (Cesgranrio 97) Se a, b e ¢ sdo raizes da equacio 2> — 1022 —
2z + 20 = 0, entdo o valor da expressao a’bc + ab’c + abc? é
igual a:

(a) 400.
(b) 200.
(c) -100
(d) -200
(e) -400.

3. @ (Uel 96) A equacio 22 +az?+bx+c = 0 admite como raizes

0s numeros — e 3. Nessas condicbes, a soma a + b+ c é

igual a: 22
(a) 5.

) >

(@) .

(@ -

(€) 5

4. @ (Mackenzie 98) Na equacdo x2 — 522 4 5z — 2 = 0, de raizes
a,bec, oproduto (a+2)-(b+2)- (c+2) vale:

5. A (IME 2005) Determine o valor das raizes comuns das equa-
coes 24 —223 1122 +182+18 = 0 e 2% — 1223 — 4422 32252 =
0.
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6. A IME (2016/2017) O polinémio P(z) = x> — bx? + 80z — ¢
possui trés raizes inteiras positivas e distintas. Sabe-se que
duas das raizes do polinémio sao divisoras de 80 e que o pro-
duto dos divisores positivos de ¢ menores do que ¢ é ¢?. Qual
¢é o valor de b7

(a) 11.
(b) 13.
(c) 17
(d)

)

CR
©

(e

7. A (Unesp 96) Sabe-se que a unidade imaginéria ¢ é raiz do
polindmio real p(x) = x*—32%+322+az+2. Nessas condigdes:

(a) Determine o valor de a.
(b) Encontre o conjunto solugao da equagao p(x) = 0.
8. A (Mackenzie 96) Com as raizes da equacio z* — 423 + 522 —

2z = 0 formam-se k ntimeros de quatro algarismos. Entao k
vale:

9. A (IME 2012) As dimensoes dos lados de um paralelepipedo
reto-retangulo, em metros, valem a,b e c. Sabe-se que a,b, e ¢
sdo raizes da equacdo 623 — 52 + 22 — 3 = 0. Determine, em
metros, o comprimento da diagonal deste paralelepipedo.

(a)

D=
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=Wl N = Wl

10. A (Puccamp 98) Sabe-se que a equacio 223 + 2% — 62 —3 =0
admite uma tnica raiz racional e ndo inteira. As demais raizes
dessa equagao sao:

Irracionais e positivas.

(a
(b

) Irracionais e de sinais contrarios.
c) Inteiras e de sinais contrérios.

(
d

(e) Nao reais.

Inteiras e positivas.

11. A (Uel 98) Dada a equagdo 2 + 622 — 4x +t = 0, cujos coe-
ficientes s@o nuimeros inteiros, sabe-se que uma de suas raizes
¢ a média aritmética das outras duas. O produto das raizes
dessa equagao é:

(a) 36.
(b) 24.
(c) 12
(d) -24.
(e) -36.

12. A (IME 2006) Considere o polinémio p(z) = x° — 3z* — 323 +
2722 — 44z +30. Sabendo que o produto de duas de suas raizes
complexas é igual a 3 — i e que as partes reais e imaginarias
de todas as suas raizes imaginarias sdo inteiras e nao-nulas,
encontre todas as raizes do polinémio dado.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

¢ (Unicamp 96) Encontre os valores inteiros de m para os
quais a equacdo x2 — max? + mx — m? = 1 tem pelo menos
uma raiz inteira. Para cada um desses valores de m, ache as

3 raizes das equagoes (do terceiro grau) correspondentes.

¢ (Ita 98) Considere a,b € R e a equacio 2e3%+ae?* +7e*+b =
0. Sabendo que as trés raizes reais x1,z2 e x3 desta equagao
formam, nesta ordem, uma progressao aritmética cuja soma é
igual a zero, entdo a — b vale:

o.

a

(
(b

(c
(d

(e
¢ (Unicamp 99)

-7
-9.
-5

~— ~— ~— ~— ~—

9.

(a) Resolva a equagdo: x* — 5z — 6 = 0.

(b) Mostre que, se a e b sdo niimeros reais e se ndo sao ambos
nulos, entdo as raizes da equacdao z* + ax + b = 0 nao
podem ser todas reais.

¢ Encontre as solucdes da equacio 2% — 14z* + 4922 — 36 = 0.

¢ Resolva a equacao =z = \/6+ \/6—1— \/6+ 6+ ...

¢ Resolva a equacio 62* — 3523 + 6222 — 352 + 6 = 0.

9 2
¢ (IME 2011) Resolva a equacio 22 + (z—i—%)Q = —5, onde z

pertence ao conjunto dos niimeros complexos.

8112
¢ Resolva a equacio z2 + ﬁ = 40.
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21.

22.

23.

24.

25.

12 12
¢ Resolva a equagdo /12 — — — 22 422 — — =
x x

¢ Resolva a equacdo v/222 + 3 + o + 1 = 2v/222 + 52 + 3 +
3x — 16.

¢ (Mold4via) Resolva em R a equagdo: (22 — 3z —2)% — 3.
(22 =3z —-2)—2—2=0.

¢ (IME - 2014) O polinémio P(x) = 2 — 3z* + 1023 — 3022 +
81x — 243 possui raizes complexas simétricas e uma raiz com
valor igual ao moédulo das raizes complexas. Determine todas
as raizes do polinémio.

% Resolva em R as equacoes:
3 — 6=z +6.

)

(b) J1+yzx=2-1
)
)

(22 +4x+2)2 +4(2* +4x +2)+2 =z

. Alternativa (d)

Dicas e Solucées

11
5"

. Alternativa (d) —200.
) 5)
. Alternativa (c) —3

. Alternativa (b) 40.
. Nao existem raizes comuns entre as equagoes dadas.

. Alternativa (e) 29.

(a) a=-3.
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(b) S = {—i,i,1,2}.

. Alternativa (b) 54.

1
. Alternativa (a) 6

10.

11.

12.

13.

Alternativa (b) Irracionais e de sinais contrarios.

Alternativa (b) 24.

S={1—i1+i2—142+i, -3}

e Para m = 0, temos:

S, = {17 (=1+iv3) (=1 - i\/§)}‘

2 ’ 2
e Para m = —3, temos:
. { , (-1+20) <—1—¢ﬁ>}
2 = T4y 5 .
2 2

. Alternativa (d) -5.

- —1+iV/11 -1 —iV11
(a’) S_ {_1727 2 ; 9 }

(b) Uma dica é supor que p e ¢ sdo raizes e analisar a fato-
racao da equacao dada.

16.

17.

18.

19.

S = {+1,+2, +3}.

xr = 3.

s={253

|

27

1
3

}_

—5+iv/35 —1=£1iv11

2

2
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2. S = {11\/@—101@'\/5}.
21. § ={-2,2}.
22,
23.
24. S = {3,V2+V7i,v2 = VTi,—V2 + VTi,—/2 — VTi}.
25. (a) x=2.
3+V5

(b) z = 5

(c) S={-2,—-1}.

(d) Dica: comece reescrevendo o lado esquerdo da equagao
como (2° — 625 4+ 1223 — 8) 4+ 2. A expressio dentro dos
parénteses pode ser fatorada como (a — b)3. Em seguida,
vocé deve manipular a equagdo obtida de forma a obter
uma equagao do tipo f(f(...(f(x)))) = «.

—1—iV7T —1+iV7
2 ' 2 )

Solucao: S = {1,
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Aula 6

Progressoes Aritmética e
Geométrica

GUSTAVO RODRIGUES DA SILVA

6.1 Introducao

Nesta aula, trabalharemos as Progressoes Aritméticas (P.As) e
as Progressdes Geométricas (P.G’s). Ao longo da aula, serdo apre-
sentadas as defini¢oes de cada tipo de progressao, suas classificacoes
e a dedugdo de suas féormulas gerais e das férmulas para efetuar a
soma dos termos. Além disso, esta aula conta com varios exemplos
para trabalhar a aplicagdo de cada férmula demonstrada.

6.2 Progressoes Aritméticas (P.As)

6.2.1 Definicao de P.A.

Progressao aritmética é uma sequéncia numérica na qual, a par-
tir do segundo, cada termo é igual & soma de seu antecessor com
uma constante, denominada razao. Em outras palavras, uma P.A. é
uma sequéncia de nimeros onde a diferenca entre dois termos con-
secutivos é sempre a mesma, chamamos essa diferenca entre dois
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termos consecutivos de razao.

Exemplo 6.1. Seja a sequéncia numérica (2, 5, 8, 11 ...). Essa
sequéncia é uma P.A.?

Solugao. Veja que a diferenca entre dois termos consecutivos dessa
sequéncia é 3:

5—-2=3
8§—-5=3
11-8=3
Com isso, a sequéncia dada é uma P.A. cuja razéo é r = 3. O

Exemplo 6.2. Qual é a razao da P.A. (15, 7, -1, -9)?

Solugao. Note que a diferenca entre dois termos consecutivos é —8,
pois:

7—15=-8
—1-7=-8
-9 —(-1)=-8.
Portanto, a razao dessa P.A. é r = —8. O

6.2.2 Classificacoes das P.As

Uma P.A. que possui termo inicial e termo final é chamada fi-
nita. Caso contrario, é chamada infinita. Veja que no Exemplo
6.1 temos uma P.A. infinita e, no Exemplo 6.2, temos uma finita.

Além disso, podemos classificar uma P.A. com base na sua razao.
Seja uma P.A. de razéo r, entdo temos:

e Ser <0, entdo a P.A. é decrescente.
e Ser =0, aP.A. é constante.

e Por ultimo, se r > 0, a P.A. é chamada crescente.
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6.2.3 Formula do Termo Geral de uma P.A.

Seja a seguinte sequéncia numérica:
ai,az,as3,a4 . ..

Se essa sequéncia for uma P.A. de razdo r entdo temos os termos:

al

ag =aj; +r
ag=as+r=ay+2r
ag=az+r=ay+3r

Note que o terceiro termo é a3 = a; + (3 — 1)r, o quarto termo
é ay = a1 + (4 — 1)r, e assim sucessivamente. De maneira geral, o
n-ésimo termo sera a soma do primeiro termo a; com n — 1 vezes a
razao da P.A., ou seja:

anp =a;+ (n—1)r.

A igualdade acima é chamada de Formula do Termo Geral
de uma P.A.. Veja que essa férmula depende de 4 variaveis: a,, a1,
n e r. Sendo assim, se conhecemos trés dessas varidveis, podemos
usar a féormula para determinar a quarta.

Por outro lado, veja que a férmula dada depende do primeiro
termo a;. Porém, caso ndo conhecemos aj, mas conhecemos ou-
tro termo aj, dessa P.A., podemos determinar o n-ésimo termo da
progressao com a seguinte férmula:

an = ay + (n — k)r.

A demonstragdo dessa formula compoe o exercicio 5 do caderno
de questdes desta aula.

A seguir, aplicaremos a férmula do termo geral de uma P.A. em
alguns exemplos.

Exemplo 6.3. Dada a P.A. (-19,-15,-11, ...) calcule o seu n-ésimo
termo (o termo que estd na posicao n).
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Solugao. Primeiro, precisamos encontrar a razdo. Veja que a dife-
renga entre dois termos consecutivos é —15 — (—19) = 4. Entdo, a
P.A. possui razdo r = 4. Sabemos que o primeiro termo é a; = —19.
Com isso, usando a Férmula do Termo Geral de uma P.A., o0 n-ésimo
termo serd dado por:

anp=-194+4-(n—1)=a, =—-19+4n—4
= a, = 4n — 23.

0

Exemplo 6.4. Sabendo que o primeiro termo de uma P.A. é a; =
—8 e o ultimo é ag = 13, Determine os outros termos da progressao.

Solugao. Primeiro, vamos encontrar a razao usando a férmula do
termo geral:

an=a1+n—1)r=as=-8+(8—1)r
=13=-8+Tr
=21="Tr
=r=23.

Sabendo que a razdo é r = 3, basta somar a razao sucessivas
vezes ao termo inicial a; = —8 para encontrar os demais termos.
Fazendo isso, determinamos a P.A.:

(—8,—5,-2,1,4,7,10, 13).

6.2.4 Soma dos Termos de uma P.A. Finita

Se uma P.A. possui uma quantidade finita de termos, podemos
encontrar uma férmula para determinar a soma de todos esses ter-
mos. Primeiramente, enunciaremos essa férmula com dois exemplos
numéricos. Em seguida, demonstraremos formalmente.

Exemplo 6.5. Determine a soma de todos os termos da P.A. (1, 2,
3, ..., 98,99, 100).
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Solugao. Veja que, ao somarmos o primeiro termo com o ultimo,
temos 1 + 100 = 101. Ao somarmos o segundo termo com o pe-
nultimo, temos 2 + 99 = 101. Continuando, temos 3 + 98 = 101,
4 + 97 = 101, e assim sucessivamente. Note que, como a P.A. tem
100 termos, que é uma quantidade par, podemos formar % =50
pares de termos desse tipo, cuja soma é sempre 101. Entdao, a soma
S100 de todos os termos é:

100
S100 = I (1 +100) = 50 - (101) = 5050.

Note que, nesse caso, para obtermos a soma de todos os termos,
somamos o primeiro termo com o ultimo e multiplicamos o resultado
obtido por 50, que é a metade do niimero de termos da P.A.. ]

Exemplo 6.6. Determine a soma de todos os termos da P.A. (1,2,3,
..., 99, 100, 101).

Solugao 1. Veja que, pelo Exemplo 6.5, conhecemos a soma da
P.A. (1,2,3...,100), que é Sigo = 5050. Portanto, para determinar
a soma Sig; da P.A. (1,2,3,...,101), basta fazermos:

S101 = S100 + 101 = 5050 4+ 101 = 5151.

0

Outra maneira de solucionarmos esse problema é fazendo um ra-
ciocinio semelhante ao feito no Exemplo 6.5, como faremos a seguir.

Solugao 2. Veja que, ao somarmos o primeiro termo com o dltimo,
temos 1 4+ 101 = 102. Ao somarmos o segundo termo com o pentl-
timo, temos 2 4+ 100 = 102. Se continuarmos, teremos 3 + 99 = 102,
4 4+ 98 = 102, e assim por diante. Porém, nesse caso, temos uma
quantidade impar de termos, ou seja, teremos um termo central.
Note que, nesse caso, temos os 50 primeiros termos, depois temos
0 51° termo e, por ultimo, mais 50 termos. Sendo assim, temos 50
pares de termos, cuja soma é 102, e o termo central, que é o 51.
Somando tudo isso, temos:

Sio1 =50 (1+101) 4+ 51 =50 - (102) + 51 = 5100 + 51 = 5151.
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d
Observagao: veja que, na Solucdo 2, para determinarmos a soma
S100, somamos o primeiro termo com o ultimo, multiplicamos o re-
sultado obtido por 101 — 1 = 100 (onde 101 é a quantia impar de
termos) e, por fim, adicionamos o termo central. Perceba que o re-
sultado obtido nas duas solug¢des foi o mesmo.

Agora, vamos a generalizacdo dos resultados obtidos, para de-
terminar a férmula da soma dos n primeiros termos de uma P.A..

Proposigao 6.1. Seja a P.A. com os n termos (ay,...,a,). A soma
desses n primeiros termos é dada por:

n-(a; + ap)

Sy = 5

Demonstragao. Suponha que a razdo dessa P.A. é r. Separemos
em dois casos:

e Se n é par: como n é par, temos uma quantidade par de
termos a serem somados. A soma do primeiro termo com o
altimo é a1 +a,,. Veja o que acontece com as somas ag + a1,
a3 + an_2, € assim por diante:

ay+an—1 = (a1 +p)+(an—§) =a1+ay
as+an—o = (a1 +2f)+ (ap, —2f) = a1 + a,
as +an—3 = (a1 +3F)+ (ap —3F) = a1 +a,
n n
U Ty T M +M | —ff”ﬂ
= a1+ ap.

Veja que temos § pares de termos cuja soma ¢ igual a aj + ay.
Sendo assim, a soma dos n primeiros termos de uma P.A.
quando n é par é dada por:

n- (a1 + ap)

G = T (6.1)
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Se n é impar: se n é impar, entdo n — 1 é par. Com isso,
podemos calcular a soma dos n — 1 primeiros termos da P.A.
usando a férmula 6.1 e, por fim, adicionar o dltimo termo a,,
como segue:

(n—1)- (a1 + apn—1)

Sp = Sp—1+ap = 9 + ap.

Note que a,,_1 = a, — r. Substituindo, temos:

(n—1)- (a1 +an—71)  2an

on = 2 Ty
~n-(a1+ay) —nr —ay — ap + 7+ 2a,
N 2
~n-(a1+ay) —nr+ (ap +7) — a1
N 2
~n-(ar+ay) —nr 4 angpr — a1
2

Usando a Féormula do Termo Geral de uma P.A., temos que
Gn+1 = a1 + nr. Substituindo, temos:

n- (a1 +an) =+ gf + 17— g1
2

Sp =

:Sn:n%al;an)_

Note que provamos para n par e para n impar. Assim, finaliza-

mos a demonstragao. |

Agora, vejamos a aplicacao dessa férmula da soma com um exem-

Exemplo 6.7. A soma dos n primeiros niimeros pares positivos é
132. Encontre o valor de n.

Solugao. Veja que a soma dos n primeiros termos de uma P.A. é
dada por:

~n-(a1+ap)
Sn—72 .
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Com isso, para determinarmos n com essa formula, precisamos
conhecer a soma, S,,, o primeiro termo aq e o tltimo termo a,. Note
que S, =132, a1 = 2 e a, = 2n. Substituindo na férmula, temos:

(242
132 = ) s (1 4m)
=132=n’+n
=n’+n—132=0.
A equacdo acima possui solugoes n = —12 e n = 11. Porém, n é
uma posicao da P.A., portanto, deve ser um ntmero positivo. Com
isso, temos n = 11. ]

6.2.5 Uma Escrita Conveniente dos Termos de uma
P.A.

E comum escrevermos os termos de uma P.A. em funcao do
primeiro termo a1, da seguinte forma:
ai,ay +r,a; +2r, ...

Porém, na resolucdo de alguns problemas, escrevermos os ter-
mos da P.A. em fun¢do do termo central pode facilitar bastante,
permitindo algumas simplificagbes. Por exemplo, outra forma de
escrevermos os termos de uma P.A. com 3, 5 e 7 termos é a se-
guinte:

e 3 termos: as —r,a3,a2 + 1.
e 5 termos: a3z — 2r,a3 — r,a3,as + r,a3 + 2r.

e 7 termos: a4 — 3r,a4 — 21,04 — 1T, Q4,04 + 7,04 + 27, a4 + 37.

6.3 Progressées Geométricas (P.G.’s)

6.3.1 Definicao de P.G.

Uma progressao geométrica é uma sequéncia numérica em que
cada termo, a partir do segundo, é o produto do termo anterior
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por uma constante, denominada razdao. Sendo g o valor da razao
constante, temos a seguinte lei de formacao para os termos de uma
P.G.:
Ap = Qp—1 * (g.
Veja que o termo a, é o produto do seu antecessor a,_1 pela
constante ¢, chamada de razao.

6.3.2 Classificagoes das P.G’s

Assim como as P.A’s, uma P.G. pode ser finita ou infinita. Além
disso, com base na razao g e no primeiro termo a1, podemos classi-
ficar uma P.G. da seguinte forma:

e Decrescente: ocorre quando 0 < ¢ < 1 e o primeiro termo
a1 € positivo, como no exemplo:

1 1
(100, 10,1, 107" ) ,com q = 10

Ou entao, quando ¢ > 0 e o primeiro termo a; é negativo,
€Omo No €aso:

(-1,-3,-9,-27,-81,...), onde g = 3.

¢ Crescente: ocorre quando 0 < ¢ < 1 e o primeiro termo a; é
negativo, como segue:
1

1
-100, -10, -1, ——. ... = —,
< 00, —10, ' 10 > , com ¢ 10

Ou entao, quando ¢ > 1 e o primeiro termo aq é positivo, como
no exemplo:

(1,3,9,27,81,...), onde ¢ = 3.

e Oscilante: ocorre sempre que a razao é negativa, ou seja,
g < 0. Por exemplo:
(1,-3,9,-27,81,...), onde ¢ = —3.

Veja que os termos dessa P.A. alternam entre positivos e ne-
gativos.
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e Constante: uma P.G. é constante quando a razao é ¢ = 1.
Assim, todos os termos da P.G. sdo iguais. Por exemplo:

(3,3,3,3,...), com g = 1.

De forma geral, para classificarmos uma P.G., precisamos analisar
tanto a sua razao, quanto o seu primeiro termo.

6.3.3 Formula do Termo Geral de uma P.G.

Proposicao 6.2. A Férmula do Termo Geral de uma P.G. é a,, =
a1 -¢" 1, onde a, é o n-ésimo termo da sequéncia, a; é o primeiro e

q ¢é a razao.

Demonstragao. Veja que, de acordo com a definicdo de P.G., os
termos sao:

ay
az = ay-q'

az= ax-q =a ¢
as= az-q =a-q°
ap = QAap—1+49q :al'qn_l

6.3.4 Soma dos n Primeiros Termos de uma P.G.

Proposicao 6.3. A soma dos n primeiros termos de uma P.G. é
n

ar-(¢" —1)

Sp=—"7"——7-—+
q—1

Demonstracao. Seja uma P.G. de razdo ¢ com os termos a1, as,
as, - .., an. Como jé vimos anteriormente, podemos reescrever esses
termos como:

, onde a1 é o primeiro termo e ¢ é a razdo, q # 1.

2 n—1
ap,aiq,a1q ,...,a14q .
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Sendo assim, a soma desses n termos da P.G. serd dada por:

S, = a1 —|—a1q+a1q2 + ..+ alqnfl.

Para determinarmos a férmula da soma, basta multiplicarmos a
equacdo acima por q e subtrairmos 5,, dos dois lados. Em seguida,
resta isolar S,, novamente, como faremos a seguir:

S, = ar+aqg+ag®+...+aq"t

Spqg = aq+ar+ai®+... 4+ ag"

= Spqg—S, = g;fq—l—gﬂ/q/z—kga/f—k...—i-alq”
—(a1 + s g+ arq® + ...+ arg” )

Sn-(¢g—1) = a¢" —am
s, = arq" — ay
qg—1
n
. -1
- aq (q )
qg—1

Observagao: veja que assumimos ¢ # 1 para nao termos uma
divisdo por zero, que nao estd definida. Além disso, quando a razao
é q = 1, todos os elementos da P.G. sdo iguais. Entao, nesse caso,
se queremos a soma dos n primeiros termos, basta fazer S,, = a; - n.

6.3.5 Soma dos Termos de uma P.G. Decrescente In-
finita

A férmula que obteremos é para o caso da P.G. decrescente com
arazdo 0 < ¢ < 1 e o primeiro termo a; > 0. Ilustremos essa
situacdo com um exemplo e, em seguida, vamos a demonstracao da
férmula da soma para este caso.

Exemplo 6.8. Seja a P.G. decrescente infinita:

L(5).G)-G)
) 3 ) 3 ) 3 AR .
Calcule a soma de todos os termos dessa P.G..
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Solugao. Seja S a soma de todos os termos dessa P.G., entdo:

et () () ()

Agora, multiplicando ambos os lados da equagdo acima por 3,

temos:
S, 3—3+1+(1>+<1>2+

Por fim, vamos subtrair So, dos dois lados da tdltima equagao e
isolarmos S, como segue:

3+1+(;>+(;)Z..Tif?;p(;)Z(;)ﬁ...

Veja que, do lado direito da igualdade, ao efetuarmos a subtragao,
0 Unico termo que nao serd cancelado é o 3. Com isso, temos:

3

002: 0o — 45

S 3= 5 5
O

Fazendo um procedimento similar a esse para uma P.G. des-
conhecida, obtemos a féormula da soma dos termos de uma P.G.
decrescente infinita.

Proposicao 6.4. A soma dos termos de uma P.G. decrescente infi-
ai

1—q
Observagao: a demonstracdo dessa proposicao é muito parecida
com a demonstragdo da proposi¢do 6.3 e compoe o exercicio 6 do
caderno de questoes desta aula. Uma dica para fazer essa demons-
tracao ¢é usar o exemplo 6.8 como base.

nita com a razao 0 < ¢ < 1 e o primeiro termo a; > 0 é S, =

6.3.6 Produto dos n Primeiros Termos de uma P.G.

A férmula do produto dos n primeiros termos pode ser apresen-

tada de 2 maneiras:
n n(n—1) 2 n
P,=a}-q 2 ouP;= (a1 ay)".
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As demonstragoes das férmulas acima compoem o exercicio 19.

Problemas Propostos

L | ¢ | *
Facil | Médio | Dificil | Desafio

1. ® Dada a P.A. (—19,—15,—11,...), calcule o seu n-ésimo
termo.

® Os angulos de um tridngulo estdo em P.A., prove que um
dos angulos é 60°.

@ Calcule a soma dos 1000 primeiros multiplos positivos de 7.

® Prove que numa P.A., um termo qualquer é sempre a média
aritmética entre seu sucessor e seu antecessor, e vice-versa.

® Sejam a, e ap termos de uma P.A. com a razdo r. Prove a
seguinte igualdade:

an = ay + (n —k)r.

Prove a proposicao 77 (férmula da soma dos termos de uma
P.G. decrescente infinita), que é a seguinte:

a
Soozl ! ,coma; >0e0<qg<1.

(EUA) Os quatro primeiros termos de uma P.A. sdo a, z, b, 2z.

. _a
Determine o valor da razao 7
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Observe a disposicido, abaixo, da sequéncia dos ntmeros
naturais impares.

12 linha — 1

22 linha — 3,5

3% linha — 7,9, 11

4 linha — 13,15,17,19

52 linha — 21,23, 25, 27,29

Determine o 4° termo da 202 linha.

(Espanha) Encontre uma P.A. tal que a soma de seus n
primeiros termos seja igual a n? para qualquer valor de n.

Cada uma das progressoes aritméticas a seguir tem 80 ter-
mos: (ap) = (9,13,...) e (by,) = (10,13,...). Quantos nimeros
sd0, a0 mesmo tempo, termos das duas progressoes?

Se (a, b, c) formam, nesta ordem, uma P.A. e uma P.G. si-
multaneamente, mostre que a = b = c.

Sejam a, b, c nimeros reais nao-nulos, com a # ¢, tais que
2, 12
a a*+b
— = ———. Prove que a,b e ¢ formam uma P.G.
2 1 12 ’
c c+b
(EUA) O 52 e 0 82 termos de uma progressao geométrica de
nimeros reais sao 7! e 8!, respectivamente. Qual é o 1° termo?

Um quadrado de area 54 é dividido em quatro quadrados
iguais. O quadrado superior esquerdo é de cor cinza; a parte
inferior direita do quadrado é de novo dividida em quatro qua-
drados iguais, e assim por diante. O padrao continua indefini-
damente (infinitas vezes). Qual é a area total da area cinzenta
do quadrado?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

¢ (OCM) Determine a soma dos n primeiros termos da sequén-
cia:

1,(142), (142422), (14+242242%), ..., (1424224234, 4281y,

¢ Encontre o valor de as + a4 + ag + ...+ agg se a1, ao,as, ...
é uma P.A. derazdo 1l e a1 +ao +ag+ ...+ agg = 137.

S, m2
¢ Numa P.A., tem-se — = —,

Sh, n
m primeiros termos e dos primeiros n termos, respectivamente,
com m # n. Prove que a razao da P.A. é o dobro do primeiro

termo.

sendo 5, e S, as somas dos

¢ (EUA) Os trés primeiros termos de uma progressao aritmé-
tica sdo 2z — 3, 5x — 11 e 3z + 1, respectivamente. O n-ésimo
termo da sequéncia é 2009. Qual é o valor de n?

¢ A férmula do produto dos n primeiros termos de uma P.G.
pode ser apresentada de 2 maneiras:

n n(n—1) 2 n
P,=a}-q 2 ouP;= (a1 ay)".

Prove pelo menos uma dentre essas duas formulas.
% Calcule a soma S:
(a) S=1+ 11 + 111 + 1111 + 11111 4 ... +1111...111111.
2016 71s”
(b) S =1+ 121 + 1221 + 12221 + ...+ 12222...22221.
2016 72s”

131



10.

11.

Dicas e Solucoes

. an = 4n — 23.

. Dica: analise a soma dos trés angulos internos do tridngulo

sabendo que essa soma deve ser igual a 180°.

. S1000 = 3503500.

. Dica: use o fato de que o antecessor do termo a; é a; — € 0

seu sucessor é a; + 7, onde r é a razao da P.A..

. Dica: use a férmula do termo geral de uma P.A. para substituir

o valor do termo ay.

. Dica: leia a subsec¢ao 6.3.5 da aula.

Dica: use o resultado obtido no exercicio 4.

a
Solugao: — = —.
olugao b= 3

. Dica: veja que 1 é o primeiro niimero impar positivo, 3 é o

segundo, 5 é o terceiro... seguindo essa enumeracio, qual é a
posicao do niimero impar que estd na 4° posicao da 20? linha?
Para determinar isso, experimente somar a quantia de termos
listados até a 19° linha e utilizar isso.
Solucao: Esse termo é o ntimero 387.

. A P.A. procurada é 1,3,5,7,....

Dica: mmc(4,3) = 12, onde 4 e 3 sdo as razoes das duas
P.A’s. Além disso, encontre qual é o Ultimo termo de cada
progressao.

Solugao: 20 termos em comum.

Dica: sabendo que (a,b,c) é uma P.A. de razao r, temos que
b=a+rec=a+2r. Além disso, se (a,b,c) é uma P.G.
de razdo ¢, temos b = aq e ¢ = aq®>. Com isso, temos duas
igualdades que levam a solugao.
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12.

13.
14.
15.

16.

17.
18.

19.

20.

Dica: multiplique os dois lados por ¢? + b2. Use o fato de que
se a, b e ¢ sdo ndo-nulos e b? = ac, entdo (a,b,c) é uma P.G.
(tente provar essa afirmagao).

a1 = 315.
A area cinza é igual a 18.
S, =20t _p 9,

Dica: vocé pode reescrever os termos impares de um jeito
conveniente.
Solucao: 93.

Dica: use as formulas de soma.

n = 502.
Dica: dada a P.G. (a1,as,as,...,ay,) de razdo g, reescreva-a
como (a1, a1q,a1¢%,...,a1¢" ') e faca o produto de todos esses

termos. Além disso, as duas férmulas podem ser provadas com
o Principio da Inducao Finita.

Dica: é necessario escrever os termos da sequéncia de uma
forma conveniente. A férmula do termo geral de uma P.G.
serd util.
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Aula 7

Principio da Inducao
Finita

7.1 Introducao

O Principio da Indugdo Finita é utilizado como ferramenta de
demonstracdo. Nesta aula, estudaremos esse principio e sua aplica-
¢do em alguns problemas.

7.2 O Principio da Inducgao Finita

7.2.1 Sobre igualdades e desigualdades

Primeiramente, vale ressaltar que, quando queremos provar uma
igualdade (ou até mesmo uma desigualdade), podemos partir de
qualquer um dos dois lados. Por exemplo, se queremos mostrar que
(2 —8) -3 = —18, podemos fazer das seguintes maneiras:

1. Comecgando pelo lado esquerdo:
(2—8):3=-18= —6-3=—18

= —18 = —18.

135



2. Comegando pelo lado direito:
(2—-8)-3=-18=(2—-8):-3=-6-3
=(2-8)-3=(2-28)-3.

3. A ultima maneira é manipulando os termos de forma a obter
qualquer igualdade explicita:

(2-8)-3=-18= (2—-8)-3+18=—18+18
= —6-34+18=0
= —18+18=0
=0=0.

Veja que, em todos os casos acima, provamos que a igualdade inicial
é verdadeira, mas de formas diferente. O mesmo acontece com as
desigualdades, basta fazermos operagoes corretas.

7.2.2 Motivacao

Agora, consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 7.1 (Soma dos n primeiros nimeros naturais). Prove a
seguinte igualdade para todo n € N:

(1+n)-n.

14243+ +(n-1)+n=""

Veja que 1 é o primeiro valor de n a ser testado, pois é o primeiro
numero natural. Para entender melhor o problema, facamos o teste
substituindo n = 1 em ambos os lados da igualdade:

1+n-1 21

2 2
Veja que a igualdade em questao é verdadeira para n = 1. Testemos

agora se o mesmo funciona para n = 2:

(1+2)-2

=3=23.
2

14+2=
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Note que, novamente, chegamos a uma igualdade. Ou seja, a
igualdade também é verdadeira para n = 2. Por curiosidade, faca-
mos mais um teste, substituindo n = 3:

(1+3)-3 4

5 =6 5 3=6

Veja que, mais uma vez, a igualdade foi verdadeira. Isso nos leva
a pensar que essa igualdade, de fato, deve funcionar para qualquer
valor natural de n.

Porém, e se nao for verdadeira para n = 47 Ou ainda, se tes-
tarmos todos os valores naturais até n = 100, o que garante que,
quando substituirmos n = 101, a igualdade também seja verdadeira?

De forma geral, podemos testar a validade da igualdade em ques-
tdo para todos os valores naturais até n = k, mas restara ainda
provar para n = k + 1, para n = k 4 2 e assim por diante, pois o
conjunto dos naturais tem infinitos elementos.

Visto isso, como fazemos para provar a igualdade do Exemplo
7.17 Uma alternativa é o uso do Principio da Indugao Finita.

1+2+3=

7.2.3 Analogia com o Efeito Dominé

Antes de enunciar formalmente esse principio, é muito Util pensar
no efeito dominé. Suponha que temos uma enorme fila de dominéds
em pé, um proximo ao outro. Além disso, suponha que podemos
garantir o seguinte:

e O primeiro dominé caira.

e Se um dominé cair, o dominé seguinte também caira.

Figura 7.1: Efeito domin.
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Veja que, com base no passo indutivo, é verdade que se o
sétimo dominé cair, entdo o oitavo caird. Além disso, se o oitavo
cair, entdo o nono também caira e, por sua vez, derrubard o décimo,
e assim por diante. Ou seja, todos os dominés - a partir do sétimo
- cairao.

Agora veja que, com a base, garantimos que o primeiro dominé
caird. Juntamente com o passo indutivo, isso garante que todos os
dominds cairdo. O principio da inducao, que serd enunciado formal-
mente a seguir, utiliza esse mesmo raciocinio.

7.2.4 Explicagdo do Principio da Inducao Finita

Suponha que queremos demonstrar a validade de uma proposicao
qualquer. Esse principio é dividido em duas partes:

e A base: mostrar que a proposicao vale para um valor inicial.
Por exemplo, para n = 1.

e O passo indutivo: mostrar que, se a proposicao vale para
um determinado valor de n, entdo valerd para o seguinte (ou
entao, se vale para n = k, devemos mostrar que também vale
paran =k + 1).

Observagao: supor que a proposicao vale para n = k é o que
chamamos de hipétese de indugao.

Assim como explicado na analogia com o efeito domind, essas
duas partes sdo suficientes para garantir que a proposicdo valera
para qualquer valor de n, a partir do primeiro.

Agora, voltemos ao Exemplo 7.1 para resolvé-lo utilizando a in-
dugao finita. Queriamos provar a seguinte proposi¢do para n € N:

(1+n)-n.

1+2+...+(n=1)+n= 5

e Base: Veja que, como n € N o primeiro valor de n é 1. Ou
seja, a base deve ser feita para n = 1. Como vimos no ini-
cio da aula, essa proposicao é verdadeira para n = 1, entdo
consideramos concluida a etapa da base.
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e Passo indutivo: nesta etapa, devemos provar que se a pro-
posicao é verdadeira para algum valor de n, entao valerd para
o valor seguinte.

Para fazer isso, suponhamos que a proposicdo é verdadeira
para n = k, ou seja, temos a hip6tese de indugao:

(1+k) -k

1424+ (= 1)+ k=

Agora, vamos mostrar que a proposi¢ao vale para o préoximo
valor de n, ou seja, para n = k + 1. Veja que, substituindo
n=k+ 1, temos:

1+ (k+1)] - (k+1)
2
(k+2)-(k+1)

=1+2+...+k+(k+1) = 5 :

1424 +(k+1-D)+(k+1) =

Queremos provar que isso é verdade. Para isso, podemos usar
a hipotese de indugao do lado esquerdo da 12 igualdade,
como segue:

I+2+... +k+(k+1)
= 1+2+...+k-1+k+(k+1)
_ (1+2k>'k+(k+1)
(1+k)-k  (k+1)-2
2 * 2
(1+Fk)-k+(k+1)-2
5 :

Agora, resta colocarmos (k + 1) em evidéncia para obtermos
que:
(k+1)-(k+2)

142+ +k+(k+1)= 5 :

Assim, finalizamos a demonstracido e concluimos o Exemplo

7.1.
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Exemplo 7.2. Prove que 3 divide 5" + 2 - 117", para todo n € N.

Solugao. Usando o principio da inducdo finita, separemos o pro-
blema nas etapas de base e passo de inducao:

e Base: como n € N, o primeiro valor de n é 1. Ou seja, a base
deve ser feita para n = 1. De fato, para n = 1, temos que 3
divide 5! +2- 11! = 27. Com isso, concluimos essa etapa.

e Passo indutivo: suponha que, para n = k, a proposicao é
verdadeira. Isso significa que 3 divide 5% + 2. 11%. Seja ¢ € Z
o quociente dessa divisdo. Logo, temos que 5% + 2 - 11¥ = 3q.
Essa é a hip6tese de indugao nesse caso.

Agora, temos que provar que a proposicio vale paran = k+1.
Veja que, substituindo n = k£ + 1 na expressao dada, temos:

5EFL L 9. 11K+

Para mostrar que 3 divide essa expressao, precisamos eviden-
ciar a expressao 5% + 2 - 11¥ para substitui-la por 3¢ com base
na hipodtese de inducdo. Entao temos:

sl 4o 11kl =5k 5492.11%. 11
=5F.5422-11*
=(5*.5410-11%) +12-11%
=5-(5F+2-11%)+ 3. (4-11%)
=5-3¢+3-(4-11%).

Por dltimo, colocando 3 em evidéncia:

5EHL 9. 11k = 3. (5g 4+ 4 - 115).

Assim, finalizamos o passo indutivo e concluimos a demons-
tragao.

g
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7.2.5 Principio da Indugao Forte

Recordando a analogia do efeito domind, se queremos derrubar
todos os dominds a partir do décimo, basta empurrarmos o décimo
domind; ndo precisamos, necessariamente, empurrar o primeiro. Da
mesma forma funciona com a inducao.

Com isso, e sabendo que, em alguns casos, o principio da indugao
finita nao é suficiente para demonstrar a proposicdo que queremos,
temos a alternativa de usar a indugao forte, que também é com-
posta de duas etapas. O principio é muito parecido:

Por exemplo, se queremos provar um enunciado, ndo para todos
0s numeros naturais, mas apenas para todos os nimeros maiores
que ou iguais a um determinado niimero b, entdo temos os seguintes
passos

e Base: Mostrar que o enunciado vale quando n = b.

e Passo indutivo: mostrar que, se a proposicao vale para todo
valor de n tal que b < n < k, entdo valera para o seguinte, ou
seja, para k + 1.

O principio da indugao matematica ¢é 1itil em intimeras situagoes.

Além de uséd-lo quando queremos provar uma igualdade, podemos
usa-lo também com desigualdades, como veremos a seguir.

Exemplo 7.3. Seja a seguinte sequéncia definida como:
a) Os dois primeiros termos sao a3 = 1 e ag = 3;

b) Cada um dos termos seguintes é definido como sendo igual a
soma, dos dois termos anteriores, isto é: api12 = Gn+1 + ap;

Assim, os primeiros termos desta sequéncia serao:

1,3,4,7,11,18,29, .. ..

n
¢) Queremos demonstrar que a,, < (4) .
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7 48 7\ 2
Solugao. De fato, temosquea; =1 < —j;ea =3 = — < () =
A 4 16 4

9

E-
Seja entdo n > 2 e suponhamos agora que a proposi¢do vale para
todo inteiro positivo menor ou igual a k. Queremos entao provar que

7 k+1
agy1 < <4) .

Da hipétese de indugao, a afirmagao vale paran=ken = k—1.

Logo, temos:
7 k
< (- 1
o< (5) (71)

Gt < (Dkl (7.2)

Somando as inequacoes 7.1 e 7.2 teremos:

wran< (1) 4 (1) -

Mas, sabemos do enunciado por b) que ag41 = a + ax—1. Logo,
substituindo na desigualdade 7.3, temos:

7 k 7 k—1
Pl = <4) *(4) '

Por fim, somando as fragdes do lado direito da desigualdade
acima, temos que:

S
x>
+
—
IA IA
7 N N TN N
Eal Eal
Lo+
VRS
| =3
N———
" o~
+ L
VRS
NN
N———
T
L,

IA
N

o

L
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+
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N 11_11.4_44<49_<7>2 q bstibui
aSC0m04—4‘4—16_16— 1 , podemos substitulr
11 7\?

T por 1 na ultima desigualdade obtida, pois isso nao alterara

a desigualdade (o lado esquerdo continuara sendo menor ou igual que
o direito). Entao temos:

7 k—1 7 2
Okt = (4) '(4)

7 k+1
=041 < (4) .

Assim finalizamos a resolucéo. ]

Exemplo 7.4. Prove que uma soma arbitraria de n > 8 centavos
pode ser paga com moedas de 3 e 5 centavos (tendo essas moedas
em quantidade suficiente).

Solugao. Como 8 = 3 + 5, entdo a operacgao é possivel para 8. Su-
ponha que m > 8 centavos possam ser pagos. Entdo, serd necessario
provar que m + 1 centavos podem ser pagos dessa maneira.

Se a soma de m centavos foi paga utilizando pelo menos uma
moeda de 5 centavos, entao substitua esta moeda de 5 centavos por
duas de 3 centavos e a quantia final serd m + 1 centavos.

Caso contrario, a soma de m centavos foi paga somente com
moedas de 3 centavos e, como m > 8, ha ao menos trés moedas de
3 centavos. Troque entdo trés moedas de 3 centavos por duas de 5
centavos e novamente a quantia final de m + 1 centavos desejada foi
obtida. 0

Exemplo 7.5. A sequéncia (a;) é definida por a; = 0, ag = 1,
Gnto = 3ant+1 — 2a,. Encontre uma féormula explicita para o n-
ésimo termo dessa sequéncia.

Solugao. Vamos calcular alguns termos iniciais na busca de algum
padrao para a férmula explicita, aquela que depende apenas de n e
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nao mais de outros termos.

a3 =3as—2a1=3-1-2-0=3
ag =3a3 —2a2=3-3—-21=7

as =3a4 —2a3=3-7—2-3=15
ag = 3a5 —2a4 =3-15—2-7=31.

O que os nimeros 0,1,3,7,15,31 tém de especiais? Uma olha-
dinha cuidadosa nos faz perceber que todos eles sdo poténcias de 2
subtraidas em 1. Malis especificamente

az=3=22-1
a=7=2>-1
as=15=2%—1
ag=31=2%—1.

Portanto, nossa conjectura (sinénimo formal para “chute”) serd
que a, =21 — 1.

Somente agora (apds a conjectura feita) aplicaremos a ideia de
inducao, que sé conseguira provar a formula caso ela seja verdadeira
(caso fosse falsa, o processo de indugdo encontraria um obstaculo
intransponivel em algum momento).

Os casos iniciais ja estdo escritos e validam a conjectura - ou
seja, a base ja esta feita. Em seguida, vamos supor que tenhamos
a féormula vélida para todo n < k (indugdo forte). Em particular,
estamos supondo que, para k — 1 e k:

ak—1 =2, 2—1
ajp = 2k—1 — 1.
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Dai,

Ak+1 = 3ai — 2aK—1
=3-(2k—1-1)—2-(282-1)
=3.2F1_3_1.2F1 49
=2.21_1
=2F_1.

Problemas Propostos

L ¢ | *
Fécil | Médio | Dificil | Desafio

. ® Usando o principio da indugdo, demonstre que para todo n

inteiro positivo vale:
14+3+5+...+2n—1=n
Explique geometricamente esta igualdade.

® Mostre, por inducdo, que se n é um inteiro positivo, entao
7" — 1 é divisivel por 6.

® Seja n € Z. Prove, por induc¢do em n, que:

(a) n-(n+ 1) é divisivel por 2, para todo n > 1.

(b) n3 —n é divisivel por 6, para todo n > 6.
Mostre, por inducdo, que 2" > n?, para n > 5.

Seja S, = 13423 +33 + ... +n3. Uma féormula fechada para
S, é:
2

(@) [” el
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34 4n%2 —12n+49.

(b) n

(c) (2n—1)2

(d) n'.

(e) Nenhuma das anteriores.

e

Seja f : Z — Z uma fungédo tal que f(1) =1e f(z+vy) =
f(z) + f(y), para todo z,y € Z. Prove que f(n) = n, para
todo n inteiro positivo.

7. A (OBM 2003 - 2* fase Nivel 2) Seja f : R} — R’ uma funcao
tal que f(z)- f(y) — f(x-y) = d + Yy quaisquer que sejam oS
y x
reais nao nulos x e y.

(a) Calcule f(1).

(b) Encontre uma férmula para f(z).

8. A Mostre, por inducdo, que 2+ 22 + ... +2" = 21 — 2 para
todo n € N.

9. A Considere a sequéncia definida recorrentemente por a,+; =
3-an+4,n e N. Supondo ag = 0:
(a) Calcule a1, az, as, ay.

(b) Conjecture uma férmula para a, e prove-a por inducio.
10. A Prove que

I-1142-2143-314+4-41 4+ ... +n-nl=(n+1) -1
11. A Diga o que esta errado no seguinte argumento:

Proposicao: Se a # 0 entdo a”~! = 1 para todo n natural.

1-1

Demonstracdo: P(1):a'~! =1 vale sempre. Pois a" = 1.

Assumindo a*~1 = 1, temos:

. . (ak—2) ok a2 g l.a. a2 gFl.gbl 1.
a” =a"- =

[

ak—Q ak—Q ak—? ak—2
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Seja by = 1 e, para n > 0, seja b, = 3b,—1 — 1. Quais sdo os
cinco primeiros termos da sequéncia

bo, by, ba, . ..7
3 41

Prove que b, = 5

Demonstre a validade da seguinte afirmacao para n no con-
junto dos naturais:

(1+7r)">1+nr, parar > —1.

Calcule a férmula para a soma:
T+ +2)+ (14243 4+...+(1+2+3+...+n).
Depois, demonstre-a por indugao.

¢ Prove o critério de divisibilidade por 11, isto é, um ntmero
n € N é divisivel por 11 se a soma de seus algarismos de
ordem par, menos a soma de seus algarismos de ordem impar
for divisivel por 11.

Por exemplo:

121 é multiplo de 11, pois —1 4+ 2 — 1 =0, e 0 é divisivel por
11.

1716 é multiplo de 11, pois 1 —=7+1—6 = —11, que é divisivel
por 11.

¢ Sabendo que |z| + |y| > |z + y|, é verdade quaisquer que
sejam x,y € R, prove que:

[z1| + |z2| + o [2n] 2 21+ 22+ .+ 28],
quaisquer que sejam 1, T2, ..., Tn € R, n > 2.

¢ A sequéncia aq,as,...,ay,... de numeros ¢é tal que a; = 3,
ag = b eapnt1 = 3-an —2-ap—1, para n > 2. Prove que
an, = 2" 4+ 1, para todo n € N.
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18. 4 Mostre que o nimero de diagonais (d,) de um poligono
convexo de n lados é:

19. ¢ Considere as poténcias de 2 com expoente inteiro positivo,
ou seja, os niimeros da forma 2" em que n é um inteiro positivo:
prove que toda poténcia de 2 com expoente inteiro positivo
pode ser escrita na forma 5xy — 22 — 2y2, com = e y inteiros
positivos.

20. %
(a)

Mostre, por inducdo em n, que (2 + v/3)" é da forma
an + byV/3, com ay, € by, inteiros, para todo n > 1.
Prove, por inducdo em n, que se (2 +/3)" = a, + b, V/3,
com a, e b, inteiros, entdo (2 — \/§)” = ¢, +d,v3, onde
Cn = ap e d, = —by,, para todo n > 1.

Use o item (b) para mostrar que (14 1/3)%" + (1 —+/3)?"
é divisivel por 2"t! para todo n > 1.

Deduza que [(1++/3)?"] é um ntimero divisivel por 2"+,
para todo n > 1, onde [z] denota o teto de x, ou seja, o
Unico inteiro k tal que k — 1 <z < k.

Observagao: Uma outra maneira de descrever o teto de
x é a seguinte:

[x] =min{n € Z | n > x}.

Ou seja, [z] (teto de z) é o menor inteiro maior ou igual
a x. Além disso, [z] denota o "piso de z":

|z] =max{n € Z | n < z}.

Ou seja, |z (piso de z) é o maior inteiro menor ou igual
ax.

Por exemplo:
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[2,1] =3¢ [2,1] =2
[4,7] =5e [4,7] = 4;
[—2,5] = —2¢ |-2,5] = —3.
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Aula 8

Recorréncias

8.1 Introducao

Nesta aula, trabalharemos com as recorréncias. Primeiro, ve-
remos brevemente os conceitos de sequéncia, regra de formacao, for-
mulas fechadas e formulas de recorréncia. Isso sera feito para deixar
explicito qual é o objeto de estudo desta aula. Em seguida, o con-
teado serd trabalhado por meio de alguns exemplos.

8.2 Conceitos Basicos

Definigao 8.1 (Sequéncia Numérica). Uma sequéncia numérica é
um conjunto de niimeros ordenados. Denotamos entre parénteses os
elementos de uma sequéncia, por exemplo: (a, b, ¢).

Como a sequéncia numérica é um conjunto ordenado de ntime-
ros, obviamente a sequéncia (a, b, ¢) é diferente da sequéncia (b, a, c).

As sequéncias numéricas podem - ou nao - ter uma regra de
formagao, como veremos a seguir.

8.2.1 Sequéncias Numéricas Sem Regra de Formacao

Exemplo 8.1. Sao exemplos de sequéncias numéricas sem regra
de formagao:
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. (2,\/3,-14,3,2,...>.

« (10,8,6,1006,1005,...).

Veja que em ambos os casos os elementos da sequéncia foram esco-
lhidos de forma aleatéria, sem uma regra de formagao. Esse tipo de
sequéncia nao nos interessa nesta aula.

8.2.2 Sequéncias Numéricas Com Regra de Formacgao

Esse tipo de sequéncia pode ocorrer na forma fechada ou na
forma de recorréncia (ou forma recursiva).

A forma fechada possui uma férmula que apresenta o n-ésimo
termo da sequéncia em funcio de m. Ou, em outras palavras, a
forma fechada possui uma regra de formacao que relaciona um termo
qualquer com a sua posicao na sequéncia. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 8.2 (Forma Fechada). Seja a regra de formagao dada pela
n-+2

formula: T,, = . Substituindo n = 1, teremos o primeiro termo
4 5
T = 1; para n = 2 teremos o segundo termo 75 = —, depois T3 = 3
45 7
e assim por diante, caracterizando a sequéncia: <1, 33’ 2, 3 )
Sao outros exemplos:

e (1,2,3,4,...,n) = ar =k;
e (1,2,4,8,..) > a,=2k—1

Ja na forma de recorréncia, temos os exemplos:

Exemplo 8.3 (Forma de Recorréncia). Se o termo inicial for 71 =
1, usando a regra de formagao T, = 1;,_1 + 2, temos a sequéncia dos
nimeros impares: (1,3,5,7,9,...).

Usando a mesma regra de formagao, se o termo inicial for 73 = 0,
temos a sequéncia dos nimeros pares: (0,2,4,6,8,...).
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Veja que, ao trabalharmos com férmulas de recorréncia, preci-
samos explicitar qual é o primeiro termo. Isso é necessario porque,
usando a mesma férmula, podemos construir varias sequéncias dife-
rentes de acordo com o primeiro termo.

8.3 Equacoes de Recorréncia

As sequéncias definidas por uma equacdo de recorréncia rece-
bem esse nome porque cada termo recorre a um ou alguns termos
anteriores. Ou seja, para sabermos qual é o sétimo termo de uma
sequéncia desse tipo, necessitamos conhecer o sexto, o quinto e assim
por diante, seguindo na forma recursiva. Vejamos mais exemplos:

e (0,1,1,2,3,5,8,...) = ax+1 = ar + ap_1 ou seja, cada termo
da sequéncia é a soma dos dois termos anteriores (Sequéncia
de Fibonacci).

e (1,4,7,10,13,...) = ax = ax—1 + 3 , ou seja, um determinado
termo é o anterior “mais 3”. (Progressao Aritmética de 1°
termo = 1 e razao = 3).

Como vimos, essas equagoes que envolvem termos da sequéncia
sao chamadas de equagoes recorrentes, pois para se determinar certo
termo, recorre-se a termos anteriores, previamente determinados.

Entao, se tivermos os primeiros termos da sequéncia e acharmos
a lei de recorréncia (como cada termo se relaciona com os termos
anteriores) poderemos obter os demais termos da sequéncia.

8.4 Recorréncias Lineares de Primeira Or-
dem

Dizemos que uma recorréncia é linear quando seus termos nao
possuem expoente maior do que 1 na relacao de recorréncia.

Exemplo 8.4. Sao exemplos de recorréncias lineares:

e T=T, 1+2,com T} =2.
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e T,=3-T,_1,com T} =2.

Exemplo 8.5. Nao sdao exemplos de recorréncias lineares:
o« T, =T2 |, +2,com T =2.
e T,=3-Tt | com Ty =2.

Além disso, uma recorréncia é de primeira ordem quando cada
termo depende apenas do termo anterior. Ou seja, T, = Tp,—1 + 2,
com 17 = 2 é de primeira ordem, mas 1T,, = T,,_o + T;,_1 + 2, com
T = 2 e Ty = 3 nao é, pois cada termo depende de dois termos
anteriores.

Nessa se¢ao, trabalharemos com as recorréncias lineares de pri-
meira ordem.

8.4.1 Encontrando Férmulas Fechadas

Em geral, dada uma sequéncia definida por recorréncia, o que
queremos ¢é encontrar uma férmula fechada (férmula do termo geral)
para essa sequéncia, ou seja, que relacione cada termo com a sua
posicao na sequéncia - sem depender do termo anterior.

Primeiro, vamos encontrar formulas fechadas para recorréncias
do tipo A-T,, = A-T,_1 + f(n). Trabalharemos isso com dois
exemplos:

Exemplo 8.6. Seja a recorréncia: T, = T,,_1 + 6, com 171 = 4.
Encontre uma férmula fechada para essa recorréncia.

Usando a recorréncia, podemos escrever os termos assim:

T, =4

T, =T1+6
T3 =T5+6
Tn: n—1 + 6.
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Veja que, somando todas as equagbes acima, temos os cancelamen-
tos:

P =4
B = +6
F =5+ 6

Tn:/n_/1+6.

Veja que resta o termo T),, o termo inicial 4 e n — 1 vezes o niimero
6. Com isso, resta apenas o seguinte:

T,=4+6-(n—-1).

Observagao: note que, no exemplo acima, a recorréncia definia
uma P.A. de termo inicial 4 e razdo 6. Além disso, a férmula fechada
que encontramos € a férmula do termo geral para essa P.A..

Exemplo 8.7. Seja a recorréncia: 1,41 =T, +n — 1, com 171 = 0.
Encontre a férmula do termo geral correspondente.

Solugao. Assim como no exemplo anterior, podemos listar os ter-
mos assim:

=0
To=T1+1-1
T3:T2+2_1

T, = n,1—+—(n—1)—1.

Somando todas as equagbes, temos os cancelamentos:
H =0
P=P+1-1
P=P+2-1
Tn=Te1+(n—1)—1
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Note que, apds a soma, resta apenas o seguinte:

Ty=14+2+...4+(n—-2)
(=2 +1]-(n—2)
2
(n—1)-(n-2)
2

=T, =

=T, =

0

Observagao: veja que usamos a férmula da soma dos termos de
uma P.A. na resolucdo acima.

De modo geral, esse procedimento utilizado nos dois exemplos
anteriores sera util para encontrarmos uma férmula geral para toda
recorréncia desse tipo:

ATn:ATnfl‘Ff(n)a

onde A € Re f(n) é uma fun¢ao de n. No exemplo 8.6, tinhamos
f(n) = 6. J4 no exemplo 8.7, tinhamos f(n) =n — 1.
Agora, encontraremos féormulas fechadas para recorréncias do
tipo A-T,, = B-T,,_1 + f(n), com A # B.
Exemplo 8.8. Encontre uma férmula fechada para a seguinte re-
corréncia:
Xpt1=2-X,+1, com X; =1.

Solugao. Podemos listar os elementos dessa sequéncia da seguinte
forma:

X;=1
Xo=2X;+1
X3:2X2—|-1

Xp1=2X, 2+1
Xp=2X,1+1.

Note que, dessa forma, se somarmos todas as equagdes, como nos
exemplos anteriores, os termos nao serao cancelados. Por outro lado,
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como o coeficiente dos termos a direita é 2, vejamos o que acontece
quando multiplicamos a pentltima equagao por 2:

Xi=1
Xo=2X;+1
X3:2X2—|-1

Xp—o=2X,-3+1
2X T =2*X, 9+ 1-2
Xn =2X7=17+ 1L
Veja que, feito isso, se somarmos todas as equagoes, teremos o can-

celamento do termo 2X,,_1 indicado. Para obter os outros cancela-
mentos, podemos prosseguir da seguinte forma:

2n—lX1 —1. 2n—1
22X,y = 2" Xy 1. 2n 2
2" Xy =2""2 Xy + 12773

22X, 0=23X,_3+1-2°
2X,_1=2°X,_2+1-2
X, =2X,_1+1.

Agora, somando todas as equagoes, temos todos estes cancela-
mentos:

22Xy =127t
22X = 20Xy 41202
X =2 41208

22X = 22X 5+ 122
22X T =22%"5+12
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Feitos os cancelamentos, veja que restou o seguinte:
X, =2""1qpon=2on=3 4 49240l 90

Note que temos a soma dos n primeiros termos de uma P.G. de
termo inicial a; = 1 e razao ¢ = 2. Usando a férmula da soma dos
termos de uma P.G. finita, temos:

1-(2"—1)

X, =
21

—2" 1

g

8.5 Recorréncias Lineares Homogéneas de Se-
gunda Ordem

Seja a equacgao recorrente do tipo:
n+b-apn_1+c-ap_o=0o0nde b, ceR (8.1)

Vamos associar a cada termo recorrente a; desta equacdo uma
poténcia de “x”, do de ordem menor para o de ordem maior, segundo
a relacao:

Ap—2 —20=1
n_1 — xl ==z

an — 22

Substituindo isso em 8.1 teremos:

2> 4+b-2+c-1=0 (equagio caracterfstica) (8.2)

Perceba que a equacao 8.1 tinha 3 termos, o que nos deu uma
equagao de 2° grau (trindmio cujas raizes ainda nao achamos).

Se na equagado 8.1 tivéssemos 4 termos, ao fazer a mesma as-
sociagdo acima chegariamos numa equagado de 3° grau, e assim por
diante...
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Nao vamos provar a afirmacdo abaixo, pois a prova esta fora
do escopo desta aula, apenas pediremos ao aluno que acredite por
enquanto na afirmacao abaixo:

Se as raizes da equacao 8.2 acima forem x1 e T, entdo o termo
geral a, da equagado recorrente 8.1 serd dado pela formula:

an =A- -2 + B -z}

onde A e B sdo coeficientes reais que dependerao dos valores iniciais
da sequéncia. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 8.9. Resolva a equacdo: a, — dap—1 + 6a,—2 = 0; com
a1 =0eay =2.

Solucgao. A equacgio caracteristica associada a essa equacao de re-
corréncia é:

22 —5r+6= 0, cujas raizes sdo x1 = 2 e x2 = 3.

Logo a solugao dessa equacgao de recorréncia é: a, = A-2"+B-3"
Como a; =0 e as = 2, montamos um sistema abaixo:
ay=A-2'4+B-3'=0¢;
ay=A-2°+B-3 =2

2
Que nos da a solucdo A = —1e B = 3’ entdo podemos final-

mente escrever a, Como:
an = 2 . 371—1 _ 271 — 2 . (371—1 _ 271—1)

que é a féormula geral do termo da sequéncia. O

E quando as raizes sao repetidas, por exemplo, quando 1 = x3?
Neste caso o termo geral a,, da equacao recorrente serd dado pela
férmulas:

an=A -z} +B-n-2} =(A+B-n)-

Exemplo 8.10. Resolver a equagao a, — 4a,_1 = 3"™; com a; = 0.
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Solugao. Para resolvermos esse tipo de equagdo, temos que encon-
trar uma maneira de fazer com que a parte 3™ ndo continue na
equacao para que a mesma se torne uma equagdo homogénea. Veja:

an —4an —1=3"=a, —4a,_; = 3-3"! (8.3)
Como a equagdo acima vale para todo valor de n, em particular,
vale também para n — 1 (basta que n —1 > 1). Trocando n na
equacao 8.3 por n — 1, temos:
Ap—1 — 4an,2 = 377,—1 (8.4)
Substituindo 3"~ ! na equacdo 8.3; teremos:
an —4an—1 =3+ (ap—1 — 4an—2) = ap — 4dap—1 = 3an—1 — 12a,_2
= an — (ap—1 +12=0.
Com isso, temos a equacdo caracteristica: z? — 7z + 12 = 0; cujas

raizes sdo r1 =3 e x93 = 4. Logo,n =A-3"+ B -4". Como a; =0
e ag — 4a; = 31 = ag = 3, temos o sistema:

3-A+4-B=0
9-A+16-B=3

Fazendo a segunda equacgao menos 3 vezes a primeira, temos:

9-A+16-B=3
—(9-A+12-B=0)
4.-B=3.

3
Isso nos dd B = 1 consequentemente, A = —1. Assim:

3
an:—3"+1-4":>an:3-(4”_1—3”_1).
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Problemas Propostos

o | | ¢ | x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

. @ Determine o 8° termo da sequéncia (1, 3,9,27,81,...). Existe
alguma expressao geral para isso? Ou melhor: existe alguma
férmula que relacione um termo com a sua posicao na sequén-
cia?

. @ Determine o 10° termo da sequéncia (2,5,7,12,19,31,...).
Existe alguma expressao geral para isso?
8 12 16 dn +4 2004 2008,

® Qual o valor do produto 18 12 An 2000 2004

. @ Encontre uma féormula fechada para a recorréncia:

Ths1=T,+5, com Ty = 3.

. @ Encontre uma férmula fechada para a recorréncia:

Thy1=3-T,, com T = 2.

Encontre a férmula fechada para a seguinte recorréncia:

X,=3X,_1+5,comn>2e X; =2

Ache o termo geral da sequéncia dada por: apy1 = a, + 7,
onde r é um nimero real (a; pode ser qualquer coisa).

Encontre o termo geral da sequéncia de Fibonacci em que
=1L F=1eF,1=F,+ F,_1.

Encontre o termo geral da seguinte equagao recorrente: a,, —
3an—1=0,comayg=1en>1.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Encontre o termo geral da seguinte equacdo recorrente:
2a,, — 3an,—1 = 0, com ag = 2.

Encontre o termo geral da seguinte equagao recorrente: a,, —
apn—1—12=0,comayg=0,a1 =1en > 2.

Encontre o termo geral da seguinte equagao recorrente: a, +
26,1 =mn,coma; =2, n > 2.

Encontre o termo geral da seguinte equacao recorrente: a,, =
3a,_1 + kn, com ag = 0, n > 1 e k constante.

¢

(a) Qual é o maior nimero de regides em que se pode dividir o
plano com n retas? Encontre uma férmula de recorréncia
para descrever esse numero.

(b) Encontre uma férmula fechada (ou férmula do termo ge-

ral) para a recorréncia do item anterior.

¢ De quantas maneiras podemos cobrir um retadngulo 2 x 6
com pecas 1 x 2 ou 2 x 27

¢ Um numero setespalhado é todo niimero que nao tem dois
algarismos 7 juntos. Por exemplo: 235; 701; 2737 sdo setespa-
lhados, mas 772; 12777 e 3177 nao sao setespalhados.

a) Quantos numeros setespalhados de 2 algarismos existem?

b) Quantos nimeros setespalhados de 3 algarismos existem?

¢) Quantos nimeros setespalhados de 4 algarismos que nao
comecam com “7” existem? E quantos setespalhados de
4 algarismos que comegam com “7” existem?

d) Ache uma férmula de recorréncia para calcular “a,,” (nd-
mero de setespalhados de “n” algarismos) em fungao de
[43 ” [43 ”
Gp—-1 € ap-—2 .
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17.

18.

19.

20.

¢ Para cada n € N, seja a, o ntimero de sequéncias de com-
primento n com elementos do conjunto {0, 1,2} sem que exis-
tam dois algarismos ndo nulos consecutivos. Por exemplo,
para n = 2 as sequéncias que podem ser construidas sao
(0,1),(0,2),(1,0),(2,0),(0,0) e, como sdo 5 sequéncias pos-
siveis, temos ag = 5.

(a) Verifique que ag =5+ 2 - 3.
(b) Mostre que a,, = ap—1 + 2a,—_2.

(c) Encontre uma expressao, em funcgao de n, para a,.

¢ Considere n quadrados dispostos lado a lado, como mostra
a figura:

Figura 8.1: n quadrados.

Cada quadrado s6 pode ser colorido de vermelho ou azul. Seja
a, 0 nimero de maneiras de colorir os quadrados de forma que
nao fiquem dois quadrados vermelhos adjacentes. Encontre
uma relagdo de recorréncia para a,. Justifique.

1
¢ A sequéncia (ay) satisfaz ag = U= 1e, paran > 2,

2
an _ Gnp—1
Gp—1 ap—2

Encontre uma expressao em funcao de n para a,.

% Uma sequéncia de ntimeros reais (z,) é uma lista orde-
nada de reais em que o primeiro nimero da lista é o termo
x1, 0 segundo é o termo xo e assim por diante. Por exem-
plo, a sequéncia usual dos niimeros inteiros positivos pode ser
descrita como x,, = n para todo inteiro positivo n.
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Algumas sequéncias podem ser definidas por equacoes de re-
corréncias, em que um termo é definido em func¢ao dos seus
anteriores.

Por exemplo, a sequéncia de inteiros positivos poderia ser de-
finida por 1 = 1 e z,, = x,_1 + 1 para todo inteiro positivo
n > 2. Desse modo, poderiamos calcular zo = 1 4+ 1 = 2,
x3 =2+ 1 =3 e assim por diante.

Considere uma sequéncia de niimeros reais definida por 1 = 1

€ Tp = Tp—1+ 5 bara todo inteiro positivo n > 2.

1
(Tn-1)
(a) Calcule zg, 23 e z4.

(b) Verifique que a sequéncia é estritamente crescente, ou

seja, que x, > x,—1 para todo inteiro positivo n.

(¢) Perceba que a sequéncia parece crescer muito pouco. Apos
calcular alguns termos iniciais, poderiamos suspeitar que
nenhum termo excede 2016, mas de fato vamos provar que
existem termos maiores que 2016. Para isso, vamos usar
a sequéncia auxiliar y, = (z,)3. Prove que 3, > 9,1 +3
para todo n > 2.

(d) Prove que existe um nimero N tal que zny > 2016.
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