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Apresentacao

Prezado Estudante,

E com grande satisfacdo que apresentamos a terceira edicdo do
material de treinamento do POTI/TOPMAT - Programa de Forma-
¢do em Matemédtica Olimpica da Universidade Federal do Parana
(UFPR).

O POTI/TOPMAT, que conta com o apoio do Instituto Nacional
de Matemética Pura e Aplicada (IMPA), do Departamento de Mate-
mética da UFPR (DMAT/UFPR) e da Pré-Reitoria de Graduagao
da UFPR (PROGRAD/UFPR), envolvendo docentes do DMAT e
alunos de graduacao e pds-graduacdo da UFPR, é um projeto que
visa fornecer embasamento tedrico e pratico para os estudantes de
Ensino Fundamental e Médio que desejam se aprofundar nos inte-
ressantes temas abordados nas olimpiadas matemaéticas nacionais.
Este projeto constitui-se em uma experiéncia tinica para todos os
envolvidos e também oportuniza a aproximacao e interlocucao da
Universidade com a Educagao Bésica.

A iniciativa do projeto POTI, capitaneada pelo IMPA em todo o
territério nacional, teve seu inicio na UFPR em 2016 e, desde entao,
nosso polo, sediado no campus Centro Politécnico da UFPR, em
Curitiba, tem crescido bastante e impactado positivamente todos os
envolvidos. Em particular, envolve de forma intensa os estudantes
de graduacao da UFPR, especialmente do Curso de Matematica, que
atuam como professores e monitores das disciplinas do programa.

O programa TOPMAT iniciou em 2019, com o intuito de pro-



duzir material de formacdo adequado para treinamento em mate-
matica olimpica. A principio, o material inicial foi produzido para
formacao de professores e posteriormente passamos ao trabalho de
redacido do material de formagao para os alunos. Este material foi
sendo aperfeicoado ao longo do tempo, a partir da experiéncia di-
datica dos estudantes, e o resultado é o que temos hoje em maos.
Em resumo, o presente material foi desenvolvido pelos professores
atuantes no programa e servird como base para todas as atividades
desenvolvidas durante o treinamento.

Por fim, gostaria de agradecer de forma expressiva aos estudantes
de graduacao da UFPR envolvidos neste projeto pelo afinco e esmero
na realizagdo deste arduo trabalho. Sem a participacao de cada um
deles, este projeto nao seria possivel.

Bons estudos!

Prof. Dr. José Carlos Eidam
Coordenador do POTI/TOPMAT - 2024
Departamento de Matemdtica - UFPR
Janeiro de 2024
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Introducao

Este livro apresenta um modo especial de se fazer Matematica.
O contetdo é basicamente o mesmo que vocé vé na escola, mas em
uma abordagem mais aprofundada e, por vezes, acompanhada de
algum formalismo que provavelmente serda uma novidade para voceé.
No entanto, o principal propésito ndo é expor contetidos, mas de
conduzi-lo num treinamento em Matemdtica Olimpica.

Mas... Em que consiste essa tal Matemética?

Do ponto de vista do contetido, tudo o que vocé precisa para re-
solver problemas de olimpiadas de Matemaética estd disponivel nos
livros didaticos escolares ou, mais raramente, em livros mais avan-
cados. Todavia, saber todos esses contetdos, com suas férmulas,
teoremas e proposigoes, nao garante de forma alguma o sucesso na
resolucao dos problemas. Mesmo os seus professores na escola e tam-
bém nés, graduandos em Matematica e de outros cursos de Exatas,
frequentemente ficamos travados diante de uma questao de olim-
piada, sem que todo o nosso conhecimento matematico possa nos
prestar qualquer auxilio. Ou seja, estar bem informado nunca é o
suficiente por aqui.

De modo geral, para se preparar para o enfrentamento de pro-
blemas matematicos, nada melhor que... enfrentar problemas mate-
mdaticos!

O que torna a matemética olimpica especial ndo é um conjunto
de conhecimentos, mas o modo de lidar com eles, forcando o estu-
dante a relacionar conteidos entre si, mudar um ponto de vista que
lhe era muito familiar e buscar estratégias de resolugdo. Problemas



olimpicos lhe arrancam daquele comodismo do tipo “eu ja sei, ja
estudei isso”. Aqui, vocé ja sabe tudo o que precisa saber, mas nao
saira do lugar se nao se arriscar em caminhos de raciocinio nao ha-
bituais. E essa descricdo nao estd aqui para desestimuld-lo. Pelo
contrario, queremos mostrar que problemas olimpicos sdo instigan-
tes justamente porque sdo dificeis e inesperados. Afinal de contas,
resolver problemas olimpicos é como um jogo — e vocé sabe como
jogos podem ser desafiadores, ndo é mesmo?

E por conta desse espirito de Matematica Olimpica que opta-
mos por incluir no material muitos problemas — retirados de di-
versas olimpiadas e livros ou elaborados por nés mesmos. Este é
essencialmente um livro de treinamento e enfrentamento de proble-
mas matemdticos, ndo de exposicio de contetidos. Os conteiidos
(tanto aqueles que vocé ja tem na escola quanto alguns novos que
lhe apresentaremos) s6 serdao introduzidos na medida em que forem
necessarios para resolver as questoes. Nés o ajudaremos com exem-
plos, modelos de estratégias de resolugdo, dicas de organizagdo do
raciocinio, entre outras coisas. Porém, o mais importante é que
vocé — por conta prépria — faga muitos exercicios, mesmo aqueles
que estao resolvidos. E lembre-se sempre do ditado: a pratica leva
a perfeicao.

Equipe POTI/TOPMAT
Nivel 8
2024
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Aula 1

Analise Combinatoria:
Introducao

Vamos buscar contar de quantos modos algum evento pode ocor-
rer, como por exemplo, de quantos modos Marcel pode ordenar seus
livros em uma estante, ou de quantos modos Vitor pode escolher
uma senha para sua conta do banco. Para isso, vamos utilizar dois
principios: o Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo.

Principio Aditivo: Sejam A e B eventos independentes. Se o
evento A pode ocorrer de m maneiras, e o evento B pode ocor-
rer de n maneiras, entdo existem m + n modos de ocorrer A ou B
(ou seja, de algum dos eventos serem realizados).

Exemplo 1.1. Maria estava no shopping com a sua mae, e havia
pedido dinheiro para comprar um lanche. Maria estava em duvida
se iria comprar um doce ou um salgado. Se ela optasse por um doce,
ela poderia comprar um pedaco de bolo, ou um sorvete. Caso ela
optasse pelo salgado, ela teria mais opgdes: uma coxinha, um pastel,
um pao de queijo ou uma esfirra. De quantos modos Maria pode
escolher o seu lanche?

Solucgao: Temos dois eventos, com 2 e 4 possibilidades, respectiva-
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mente:
Evento A ‘ Comprar um doce ‘ 2 possibilidades

Evento B ‘ Comprar um salgado ‘ 4 possibilidades

Portanto, o principio aditivo nos diz que ha 2 + 4 = 6 maneiras
de ocorrer A ou B. Ou seja, hd 6 modos de Maria escolher o seu
lanche. ]

Facil demais, ndo é7 Agora vamos ver o que diz o Principio
Multiplicativo, que as vezes também é chamado de Principio Fun-
damental da Contagem (PFC):

Principio Multiplicativo: Sejam A e B eventos independentes.
Se o evento A pode ocorrer de m maneiras, e o evento B pode
ocorrer de n maneiras, entdao existem m -n modos de ocorrer A e B
(ou seja, de os dois eventos serem realizados).

Exemplo 1.2. Marcos ird se deslocar da cidade Azul (A) para a
cidade Laranja (L), e depois disso ird para a cidade Verde (V). O
mapa abaixo mostra que ele tem 3 caminhos possiveis para ir de A
até L, e dois caminhos possiveis para ir de L até V. De quantos
modos Marcos pode realizar o seu trajeto?

A Vv

Solucgao: Temos dois eventos, com 3 e 2 possibilidades, respectiva-
mente:

Evento A ‘ Ir de A até L ‘ 3 possibilidades

Evento B ‘ Irde L até V ‘ 2 possibilidades

Portanto, o principio multiplicativo nos diz que had 3-2 = 6
maneiras de ocorrer A e B. Ou seja, hd 6 modos de Marcos realizar
o seu trajeto. O
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Exemplo 1.3. Ao jogar uma moeda para o alto, ela pode cair com
a face “cara'(K) ou “coroa"(C'). Ao jogar uma moeda para o alto 3
vezes, quantos resultados possiveis podemos obter?

Solugao: Considere o evento correspondente a obtermos cara ou
coroa (um evento que pode ocorrer de 2 modos). Note que jogar
a moeda 3 vezes para o alto corresponde a realizar este evento 3
vezes. Assim, o principio multiplicativo nos diz que ha 2-2-2 =8
modos desses trés eventos ocorrerem. Portanto, existem 8 resultados
possiveis de cara e coroa. Para analisar quais sdo todas as sequéncias
de caras e coroas possiveis, desenhe um diagrama) O

As vezes é preciso combinar os dois principios para resolver um
problema. Veja o seguinte exemplo.

Exemplo 1.4. Marcos ird se deslocar da cidade Azul (A) para a
cidade Verde (V). O mapa abaixo mostra os caminhos possiveis,
que podem passar pela cidade Laranja (L) e pela cidade Rosa (R).
De quantos modos Marcos pode realizar o seu trajeto?

R

Solugao: Temos trés casos para considerar:

Caso A — L — V: Temos 3 modos de ir de A para L e 2
modos de ir de L até V', logo temos 3-2 = 6 possibilidades neste caso.

Caso A — R — V: Temos apenas 1 possibilidade neste caso.

Caso A — R — L — V: Temos 1 modo de ir de A para R,
1 modo de ir de R até L, e 2 modos de ir de L até V, logo temos
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1-1-2 = 2 possibilidades neste caso.

Note que cada caso corresponde a um evento, e estes trés eventos
correspondem a todas as possibilidades de ir de A até V. Portanto,
dizer que Marcos ird da cidade Azul para a cidade Verde corresponde
a dizer que algum destes eventos ird ocorrer. Entao, pelo principio
aditivo, ha 6 + 1 + 2 = 9 possibilidades de Marcos realizar o seu
trajeto. ]

Neste exemplo vemos que as vezes é importante separar um pro-
blema em casos, e analisar cada um deles, e para isso devemos ser
extremamente organizados!

Problemas recomendados: 1, 2, 3, 4, 5 e 6.

Vamos ver outro exemplo.

Exemplo 1.5. Marcel tem 5 livros para colocar em uma estante.
Supondo que os livros serao colocados em pé, lado a lado, de quantos
modos Marcel pode ordenar seus livros na estante?

Solugao: Imagine que Marcel estd comecando a colocar seus livros
na estante. Bom, primeiro ele pega um dos livros para colocar por
primeiro. Neste caso, ele tem 5 modos de fazer isso. Agora ele ird
pegar o segundo livro, e ele podera fazer isso de 4 modos diferentes,
pois sobraram quatro livros. Depois de colocar o segundo livro na
estante, ele ird escolher o préximo livro, e neste caso ele terd 3 modos
de fazer isso. Depois de colocar o terceiro livro, restardo apenas dois
livros, e ele ird escolher novamente um deles para colocar na estante,
podendo fazer isso de 2 modos diferentes. Finalmente, ird4 sobrar
apenas um livro, e ele terd apenas 1 modo de colocar o préximo
livro na estante, que é justamente escolhendo o livro que sobrou.
Portanto, pelo Principio Multiplicativo, Marcel pode colocar seus
livros na estante de 5-4-3 -2 -1 = 120 modos diferentes. O

Imagine que Marcel tivesse 12 livros ao invés de 5. Por um ra-
ciocinio completamente andlogo, Marcel poderia ordenar seus livros
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de12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1=479.001.600 modos diferen-
tes. Como vocé pode ver, é muito trabalhoso ficar escrevendo estes
produtos. Ja imaginou se Marcel tivesse 42 livros? Ele teria entdo
42-41-40---3-2-1 modos de fazer isso. Bom, para nao precisarmos
ficar escrevendo todos estes produtos, utilizamos a seguinte notacao:

nl=n-(n—1)-(n—2)---3-2-1, paran >0

Leia “n fatorial” para n!. Por exemplo, 5! =5-4-3-2-1 =120,
ed42!=42-41-40---3-2-1.

Note que definimos n fatorial para n > 0, e vocé deve se pergun-
tar entdo, quanto vale 0!. Bom, definimos simplesmente que 0! = 1.

O mesmo raciocinio utilizado no Exemplo 1.5 pode ser utilizado
em muitas situacoes, e por isso, dizemos que esta é uma situacao em
que estamos realizando uma permutagio (ou permutagio sim-
ples). Uma permutagao de certos objetos ¢ uma mudanga na ordem
destes objetos (ou se vocé quiser uma definigdo mais sofisticada, uma
permutacao é uma funcao bijetora cujo dominio e contradominio sao
os mesmos). Entdo, no Exemplo 1.5 estdvamos contando quantas
permutacoes podemos ter entre os 5 livros, o que é o mesmo que
contar em quantas ordens é possivel colocar os livros lado a lado.
Para este conceito ficar mais claro, veja o préximo exemplo.

Exemplo 1.6. Quantos anagramas a palavra MIRANTE possui?

Solugao: Um anagrama de uma palavra é uma palavra obtida mu-
dando a ordem de suas letras, podendo ser algo que faz sentido,
ou nao. Por exemplo, MENTIRA e TMINRAE sao anagramas de
MIRANTE.

Utilizando o mesmo raciocinio do Exemplo 1.5, podemos imagi-
nar que vamos montar uma palavra a partir das letras M, I, R, A, N,
T e E. Comecamos escolhendo a primeira letra, e temos 7 modos de
fazer isso. Depois disso, precisamos escolher a segunda letra, e nds
teremos 6 modos de fazer isso, pois uma das letras ja foi utilizada,
e assim por diante. Iremos concluir que podemos montar a palavra
de7'=7-6-5-4-3-2-1=>5.040 modos diferentes.
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Portanto, existem 5.040 anagramas da palavra MIRANTE. O

Note que um anagrama de uma palavra corresponde a uma per-
mutacgado de suas letras. Logo, no Exemplo 1.6 estavamos contando
quantas permutacoes podemos realizar entre as letras M, I, R, A,
N, T e E. Como precisdvamos permutar 7 objetos diferentes (as 7
letras), concluimos que podemos fazer isso de 7! modos diferentes.

Permutacgoes simples: Entdo, dados n objetos distintos
ai,as, - ,an, de quantos modos é possivel ordend-los?

Temos n modos de escolher o objeto que ocupara o primeiro lugar,
n — 1 modos de escolher o que ocupara o segundo lugar, e assim
por diante, até o ultimo lugar que temos apenas 1 modo de escolher
o objeto. Portanto, o niimero de maneiras de ordenar n objetos
distintos é

P,=nl=n(n—-1)---1.

Caso vocé queira ver uma permutagao como uma funcgao bijetora
f+A— A onde A é um conjunto com n elementos, entdo o re-
sultado acima nos diz que existem exatamente n! func¢oes bijetoras

fiA— A

’ Problemas recomendados: 7, 8, 9, 10, 11 e 12.

Problemas Propostos

o | | ¢ | *x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. ® Uma prova possui dez questoes do tipo multipla escolha,
com cinco alternativas cada. De quantas maneiras diferentes é
possivel responder esta prova, marcando todas as dez respos-
tas?

2. ® Quantos sdo os nimeros impares entre 10 e 1007
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3.

10.

11.

12.

® Em um computador digital, um bit é um dos algarismos
0 ou 1 e uma palavra é uma sucessao de bits. Por exemplo,
todas as possiveis palavras de dois bits sdo: 00, 01, 10, 11.
Qual é o nimero de palavras distintas de 32 bits?

Dispondo dos algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, quantos niime-
ros pares de cinco algarismos distintos podem ser formados?

Vai ser formada uma fila com 8 pessoas, dentre as quais Bi-
anca e Jodo. De quantas maneiras esta fila podera ser formada
se:

(a) Bianca deve ser a primeira da fila?
(b) Bianca ou Joao devem ser o primeiro da fila?
(c) Bianca e Joao nao devem ficar juntos na fila?

Se A é um conjunto com n elementos, entdo quantos sub-
conjuntos A possui?

® Quantos anagramas a palavra JANEIRO possui?

® De quantas formas se pode dispor seis pessoas em fila indi-
ana?

@ Quantos sdo os anagramas da palavra BOLA que comecam
com a letra L7

Em quantos anagramas da palavra CASTELO as vogais nao
aparecem todas juntas?

De quantas maneiras trés brasileiros e trés italianos podem
ficar em fila, de modo que os brasileiros fiquem intercalados
pelos italianos?

Dos anagramas da palavra QUEIJO, quantos tém as vogais
em ordem alfabética e juntas?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

¢ Vitor precisa escolher uma senha para sua conta de banco,
que deve ter 6 digitos dentre os algarismos 0,1,2,...,9, e
nao pode conter sequéncias de 5 algarismos consecutivos. Por
exemplo, 823456 ndo é uma senha possivel, pois possui uma
sequéncia de 5 algarismos consecutivos, enquanto que 345967
¢ uma senha possivel. Quantas possibilidades de senha Vitor
possui?

¢ Quantos nimeros de seis algarismos distintos podemos for-
mar usando os digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, nos quais o 1 e o 2 nunca
ocupam posicoes adjacentes, mas o 3 e o 4 sempre ocupam
posicoes adjacentes?

¢ Edson tem uma gaveta com senha, que consiste de trés ni-
meros, em sequéncia. Porém, ele esqueceu a senha. Ele se
lembra de que dois dos niimeros da sequéncia sao 13 e 52, mas
nao se lembra a ordem dos ntmeros. H&a 40 possibilidades
para o terceiro nimero, sendo que os numeros 13 e 52 estao
inclusos entre estas possibilidades. Se ele faz uma tentativa a
cada 10 segundos, em quantos minutos, no pior caso, ele abre
a gaveta?

¢ Um nimero de quatro digitos é dito paladino se é multiplo de
9 e nenhum de seus digitos é nulo. Quantos nimeros paladinos
existem?

¢ Tais quer montar uma playlist para ouvir musicas enquanto
se desloca de sua casa para a faculdade. Para isso, ela se-
lecionou 4 musicas de cinco minutos, 2 de trés minutos e 1
de dois minutos. Sabendo que Tais quer que a playlist tenha
exatamente 15 minutos de duracdo, e que a ordem em que
as musicas sao dispostas importa, de quantos modos ela pode
montar sua playlist?

¢ Um ntmero de quatro digitos é dito peroba se possui pelo
menos dois digitos vizinhos com a mesma paridade. Quantos
nimeros perobas existem?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

¢ (OBM 2006, adaptada) O piso de um quarto tem forma de
um quadrado de lado 4 m. De quantas maneiras podemos co-
brir totalmente o quarto com oito tapetes iguais de dimensoes
lme2m?

¢ (OBM 2002) Colocamos varios palitos sobre uma mesa de
modo a formar um retdngulo m x n, como mostra a figura.

Devemos pintar cada palito de azul, vermelho ou preto de
modo que cada um dos quadradinhos da figura seja delimitado
por exatamente dois palitos de uma cor e dois de outra cor.
De quantas formas podemos realizar esta pintura?

¢ O numero 2014 tem quatro algarismos distintos cuja soma
é 7. Quantos numeros inteiros positivos tém essas duas pro-
priedades?

¢ (AHSIMC 2007, adaptada) Encontre o algarismo da unidade
100

da soma z:(j!)2 :
j=1

* (AIME 2006) Seja P o produto dos primeiros 100 intei-
ros positivos impares. Calcule o maior inteiro k tal que P é
divisivel por 3*.

* (AIME 2004, adaptada) Defina a fung¢do f : Z; — Q dada
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por
1, sex =1 (1.1)

f(z) = %, se z ¢é divisivel por 10 (1.2)

x + 1, caso contrario (1.3)

e defina uma sequéncia onde: x; = z e zp41 = f(z,) para
todos inteiros positivos n. Seja d(z) o menor n tal que z,, = 1.
(Por exemplo, d(100) = 3 e d(87) = 7.) Seja m o nimero de
inteiros positivos z tal que d(x) = 20. Calcule a soma dos
fatores primos distintos de m.

Respostas dos Problemas Propostos

. 9.765.625 8. 720 17. 312
- 45 9.6 18. 7.875
o932 10. 4.320 Lo, 36
. 3.000 1. 72 20, 3ntm . gnm
(a) 5.040 12. 6 218
(b) 10.080 13. 999.885
(¢) 30.240 4 144 22. 7
L on 15. 39 23. 49

. 5.040 16. 729 24. 511



Aula 2

Analise Combinatoéria:
Permutacoes e
Combinacoes

Antes de comecar, recomendamos que resolva os exercicios pro-
postos a seguir, para vocé criar mais familiaridade com operacoes
envolvendo fatoriais.

Exercicios Propostos

1. Calcule: 2. Simplifique as expressoes:
(a) 2019!-2020 (a) n!-(n+1)
n!
OF (b) mian
(c) 2020! +2019! (c) nl+(n—1)!

Ja vimos na aula passada o conceito de permutacgées simples
que diz que:

Existem n! permutacdes entre n objetos diferentes.

11
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Problemas recomendados: 1, 2 e 9.

Vamos ver agora alguns tipos especiais de permutacao.

Exemplo 2.1. Joana ira participar da festa junina de seu colégio,
e para isso ela comprou um chapéu de palha redondo. Mas nao ha
enfeites no chapéu, e entao ela decidiu costurar 3 botdes coloridos
em torno da aba do chapéu (de modo simétrico). Se ela dispoe de
um botao azul (A), um verde (V) e um laranja (L), de quantos
modos ela pode enfeitar o seu chapéu?

Solugao: Estamos supondo que o chapéu é simétrico. Além disso,
Joana irad costurar os botoes equiespacados uns dos outros, ou seja,
de modo simétrico (veja a figura abaixo).

Chapéu visto de cima Botoes
— A — A

A principio, Joana teria 3! = 6 possibilidades para costurar os
botoes (veja a figura abaixo).

Mas como o chapéu é simétrico, as trés configuracoes que apa-
recem por primeiro sao equivalentes, pois uma pode ser obtido da
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outra apenas girando o chapéu. E o mesmo acontece com as outras
trés configuragoes de baixo, isto é, elas também sdo equivalentes.
Portanto, Joana pode enfeitar seu chapéu de apenas dois modos
diferentes. O

Note que na contagem 3! = 6 realizada no exemplo acima, con-

tamos cada possibilidade exatamente 3 vezes, e assim a resposta é
|

dada por % = 2.

Permutacoes circulares: De quantos modos podemos colocar n
objetos distintos em n lugares em torno de um circulo, se considerar-
mos equivalentes as disposi¢oes que possam coincidir por rotagao?

n!
PC,=—=(n-1)!

n
Podemos deduzir esta resposta do seguinte modo: se nao consideras-
semos equivalentes as disposigoes que coincidem por rotacdo, entdo
teriamos n! possibilidades para distribuir os n objetos. Agora consi-
dere que as disposi¢des que coincidem por rotacao sdo equivalentes.
Entado contamos cada configuracdo exatamente n vezes, e logo a
resposta é n! dividido por n.

’ Problemas recomendados: 3, 4 e 13.

Exemplo 2.2. Quantos anagramas a palavra BANANA possui?

Solugao: Note que temos letras iguais, entdo nao podemos utilizar
o resultado de permutacoes simples e dizer que o resultado é 6!.
Contudo, podemos utilizar um truque para considerar as letras da
palavra BANANA como se fossem todas distintas. Vamos indexar
as duas letras N por N1 e No, e as trés letras A por Ay, As e Ag.
Agora temos 6 objetos distintos: B, Ay, As, A3, N7 e No. Portanto,
existem 6! permutagoes entre estes objetos.

Mas veja que, por exemplo, os anagramas correspondentes a
N1A1NoAsBA3, NoA1N7AoBA3 e N1A3NoA1BAs resultam todos
em NANABA, logo eles sdo equivalentes. Assim, temos que con-




14 POTI/TOPMAT

siderar estes casos para concluirmos quantos anagramas a palavra
BANANA possui.

No exemplo acima, temos exatamente 3!- 2! = 6 -2 = 12 objetos
correspondentes ao anagrama NANABA, que correspondem a per-
mutacoes entre os simbolos A1, Ay e A3, e permutacoes dos simbolos
N; e Ns. Vamos listar estes objetos abaixo:

N1A1N2A2BA3 N2A1N1A2BA3
N1A1N2A3BA2 N2A1N1A3BA2
N1A2N2A1BA3 N2A2N1A1BA3
N1A2N2A3BA1 N2A2N1A3BA1
N1A3N2A1BA2 N2A3N1A1BA2
N1A3N2A2BA1 N2A3N1A2BA1

Isso significa que ao considerar as 6! permutagdes entre B, Aq,
Ao, A3, Ni e Na, contamos o anagrama NANABA 12 vezes. E isso
acontece para todos os anagramas, isto €, contamos cada anagrama
exatamente 12 vezes. Portanto, o numero total de anagramas da
palavra BANANA ¢é dado por:

6 6! 6-5-4-31 6-5-4
p3? = — — — — 60.
6 (3, 2) 312! 312! 2

0

Permutagoes com repeticao: Considere n objetos que podem ser
iguais. Digamos que existem k tipos diferentes de objetos, dentre os
n. Se existem a; objetos do tipo 1, as objetos do tipo 2, e assim por
diante, e a; objetos do tipo k, entdo temos n = a; + az + ... + ay,
com a; > 1, para 1 <14 < k. Neste caso, existem

Pa17a27---7ak — n = —n‘
" ar,ag,...,ag a1!-a2!---ak!

permutagoes entre os n objetos.

Veja mais um problema onde podemos aplicar este conceito.
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Exemplo 2.3. Quantas solugbes inteiras ndo negativas possui a
equagio x +y+z2=57

Solugao: Interprete o valor 5 da igualdade como se fossem circulos,
ou seja, temos 5 circulos para distribuir entre os sinais de +. Basta
entao calcular as permutagoes entre os 2 sinais de + e os 5 circulos
em questdo, como na figura a seguir.

OOOOO T+

Uma possivel configuragdo de solugao seria o par (1,2,2), con-
forme a figura a seguir.

O+0O00+00O

Temos:

7! 7-6-4
= A =7-3 =21
51-20 5.2
Logo, a equacdo x + y + z = 5 possui 21 solugdes inteiras ndo nega-
tivas. 0

52
P7 -_—

’ Problemas recomendados: 5, 10 e 11. ‘

Agora veremos um exemplo que trabalhard outra ideia.

Exemplo 2.4. Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ernaldo
irdo conversar com o professor Ternaldo sobre um problema de Ma-
tematica. Eles chegaram a conclusao de que apenas 3 deles deveriam
ir conversar com o Ternaldo. De quantos modos eles podem fazer
isso?

Solugao: A principio, eles poderiam fazer isso de 5-4 -3 = 60
modos. Contudo, a ordem em que eles sdo escolhidos para conver-
sar com o professor Ternaldo ndo importa, assim terfamos menos

possibilidades. Por exemplo, considere o caso em que o trio esco-
lhido é formado por Arnaldo (A), Bernaldo (B) e Cernaldo (C).
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Ao contar as 60 possibilidades, estamos considerando que os casos
ABC,ACB,BCA, BAC,CAB e C'BA sao diferentes. Mas estes 6
casos correspondem ao mesmo trio, logo sdo todos equivalentes.

De modo geral, contamos cada trio exatamente 6 vezes ao con-
siderar as 60 permutacoes, que correspondem as permutagoes entre
os integrantes do trio, pois podemos permutar cada trio de 3! = 6
maneiras. Assim, existem %0 = 10 modos dos alunos irem conversar

com o professor Ternaldo. ]

Combinagoes: De quantos modos podemos escolher k£ objetos dis-
tintos entre n objetos distintos dados, considerando que a ordem
destes k objetos ndo importa? Ou equivalentemente, quantos sdo os
subconjuntos de k elementos de um conjunto {aj,as,...,a,} de n
elementos? A resposta é

Ck:<TL>:n.(n—l)-(n—Q)...(n_k+1)_ o
m\k

k! kKl (n— k)

Aplicando a férmula anterior no Exemplo 2.4, obtemos:

5\ 5-4-3 5-4-3 60
C§:<>: = = — = 10.

3 31 3.2.1 6

Problemas recomendados: 6, 7 e 8. ‘

Problemas Propostos

o | | ¢ *
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. ® Quantos sdo os anagramas da palavra MESA?

2. A Um cubo de madeira tem uma face de cada cor. Quantos
dados diferentes podemos formar gravando niimeros distintos
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de 1 a 6 sobre essas faces? E, se todas as faces sdo da mesma
cor, quantos dados diferentes podemos formar?

3. ® Maria tem tinta guache de 4 cores diferentes e quer pintar
os quatros quadradinhos unitarios de um quadrado de lado 2.
De quantos modos ela pode fazer isso? Duas coloragoes sao
iguais se uma pode ser obtida a partir da outra através de uma
rotacao.

4. @ Quantas rodas de ciranda podem se formadas por 7 crian-
cas?

5. ® Quantos anagramas a palavra BACANA possui?

6. ® Considere um grupo de 6 pessoas. Quantas duplas podemos
formar a partir deste grupo?

7. ® Em uma turma do nono ano ha 21 alunos. A professora
de Matematica desta turma decidiu fazer uma avaliagao sobre
equagoes do segundo grau, e pediu para que os alunos se di-
vidissem em trios. Quantas possibilidades de trios os alunos
podem fazer?

8. @ De um baralho de 52 cartas, sdo extraidas 4 cartas sucessiva-
mente e sem reposicdo. Qual o niimero de resultados possiveis,
se:

(a) nao levarmos em conta a ordem das cartas extraidas?

(b) levarmos em conta a ordem das cartas extraidas?
9. A Quantos sdo os anagramas da palavra MESA:

(a) que come¢am com uma vogal?

(b) que comegam com uma consoante e terminam com uma
vogal?

(¢) que possuem todas as vogais juntas?

(d) que nado possuem vogais juntas?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Repita o problema anterior para a palavra BACANA.

Quantas solugbes inteiras ndo negativas possui a equacao
r+y+z+w=37

Um time de futebol é composto de 11 jogadores, sendo 1 go-
leiro, 4 zagueiros, 4 meio campistas e 2 atacantes. Considerando-
se que o técnico dispde de 3 goleiros, 8 zagueiros, 10 meio cam-
pistas e 6 atacantes, determine o niimero de maneiras possiveis
que esse time pode ser formado.

De quantos modos podemos formar uma roda de ciranda
com 7 criangas de modo que duas determinadas dessas criancas
nao fiquem juntas?

Permutam-se de todas as formas possiveis os algarismos 2,
3, 5 e 7, formando nimeros de 4 digitos. Qual é a soma dos
numeros assim formados?

Uma particula desloca-se sobre uma reta, percorrendo 1 cen-
timetro para a esquerda ou para a direita a cada movimento.
De quantas maneiras diferentes a particula pode realizar uma
sequéncia de 8 movimentos terminados na posicao de partida?

A figura abaixo representa o mapa de uma cidade, na qual
hé 7 avenidas na dire¢do norte-sul e 6 avenidas na direcao
leste-oeste.

A

(a) Quantos sdo os trajetos de comprimento minimo ligando
o ponto A ao ponto B?

(b) Quantos desses trajetos passam por C?
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17. ¢ Quantas solugoes inteiras positivas possui a equagao = +
y+z+w=117

18. ¢ Quantas solugdes inteiras nao negativas possui a inequacgao
r+y+z<5H7?

19. ¢ Quantos ntimeros de 6 digitos, maiores que 800.000, podem
ser formados usando exatamente os algarismos 1, 1, 8, 9, 9, 97

20. ¢ De quantas maneiras é possivel distribuir 30 bolas iguais
entre 4 criancas de modo que cada uma delas receba, pelo
menos, 6 bolas?

21. 4 De quantas maneiras diferentes pode-se subir uma escada de
7 degraus, subindo um degrau ou dois degraus em cada passo?

22. ¢ Em um jogo de videogame é possivel apertas os botoes (),
X, O e A. Quantas sequéncias é possivel obter

(a) apertando 3 botoes quaisquer?

(b) apertando 3 botdes de modo que cada sequéncia tenha
exatamente dois botées de um mesmo tipo? Um exemplo
seria 1 O A.

(c) apertando 4 vezes apenas os botdes X e O, ou () e A?

23. 4 (OPRM 2019) De quantas maneiras é possivel distribuir
50 bombons iguais entre 5 pessoas, de modo que cada pessoa
receba necessariamente pelo menos 7 bombons?

24. ¢ Quantos nimeros com dez algarismos tém a soma de seus
algarismos igual a 37

25. ¢ Sao dados 12 pontos em um plano, dos quais 5 e somente
5 estdo alinhados. Quantos tridngulos distintos podem ser
formados com vértices em 3 quasiquer dos 12 pontos?

26. ¢ Um baralho de um certo jogo de cartas possui n cartas
distintas. Obtenha o valor de n sabendo que, com essas n
cartas é possivel obter 84 grupos diferentes de 3 cartas.
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27

28.

29.

30.

. & (ITA 1998, adaptada) Qual é o nimero de anagramas da pa-
lavra VESTIBULANDO, que nao apresentam as cinco vogais
juntas?

* (EN) Quantos sao os anagramas da palavra ESCOLA nos
quais nenhuma letra ocupa o seu lugar original?

% Determine quantos paralelepipedos retangulos diferentes
podem ser construidos de tal maneira que a medida de cada
uma de suas arestas seja um ntmero inteiro positivo que nao
exceda 10.

% Um estacionamento possui seis vagas, numeradas de 1 a
6, em fila. Seis motoristas possuem uma vaga favorita neste
estacionamento. Quando cada motorista entra no estaciona-
mento, ele dirige até sua vaga favorita. Se ela estiver vazia,
ele estaciona ali. Sendo, ele estaciona na préxima vaga va-
zia. Se todas as vagas entre a sua favorita e a sexta (tltima)
tiverem sido tomadas, ele sai do estacionamento aborrecido.
De 65 = 46.656 escolhas de vagas favoritas que os motoristas
podem fazer, quantas conduzem todos os motoristas a estaci-
onarem com éxito?

NS gtk N

Respostas dos Problemas Propostos

24 8. (a) 270.725 (c) 24

6 9. (a) 12 11. 20

790 (b) 8 12. 661.500
(c) 12

120 (@ 12 13. 480

15 10. (a) 60 14. 113.322

1.330 (b) 36 15. 70
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16. (a) 462
(b) 210

17. 120
18. 35
19. 40

20. 84

21. 21

22. (a) 64
(b) 36
(c) 32

23. 3.876

24. 55

25.
26.
27.
28.
29.

30.

210

9

12! —8!. 5!
265

220

16.807
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Aula 3

Probabilidade

3.1 Introducao

Comecemos com um exemplo muito simples: considere um dado
cujas faces sao numeradas de 1 a 6. Quando jogamos o dado, existem
6 possibilidades para o nimero que ira aparecer na face superior. O
conjunto de todas as possibilidades neste caso é Q = {1,2,3,4,5,6},
e chamamos 2 de espago amostral (2 lé-se “6mega"). Os subcon-
juntos do espaco amostral serdo chamados de eventos. Por exemplo,
A =1{2,3,5} é o evento que corresponde ao nimero da face superior
ser primo.

Se considerarmos que todos os nimeros sao igualmente provaveis
de aparecerem na face superior, a probabilidade de obter um certo

numero ao jogar o dado é —. Além disso, para um evento qualquer

FE deste exemplo, a probabilidade de E ocorrer é dada por

P(E) = '@‘

Portanto, a probabilidade do evento A = {2,3,5} ocorrer é P(A) =
3 1

6 2
Em geral, em um experimento aleatorio qualquer temos que:

23



24 POTI/TOPMAT

O conjunto de todos os possiveis resultados do experimento
¢é chamado de espaco amostral e é denotado por ).

’ Evento é um subconjunto do espaco amostral.

O conjunto de todos os eventos é o conjunto de todos os subcon-
juntos de €2. Este é conhecido como o conjunto das partes de €2 e
¢é denotado por P(£2). Lembre que se € possui n elementos, entao
P(Q) possui 2" elementos.

Dizemos que um espaco amostral é equiprovavel se todos os
elementos de €2 possuem a mesma probabilidade de ocorrer. No
exemplo acima, estavamos tratando de um espaco equiprovavel.

Agora vamos ver como definimos e calculamos a probabilidade
de um certo evento ocorrer:

Definicao 1. Seja £ um espaco amostral. Uma funcdo P
P(2) — [0,1] é chamada uma probabilidade se satisfaz

1. P(@) = 0;
2. P(Q)=1;

3. Se A,BeP(2) e ANB = & entdo P(AUB) = P(A)+ P(B).

Proposicao 1. Se {2 é um espaco amostral equiprovavel com uma
quantidade finita de elementos e E C ) é um evento, entao

P(E) = |E|  ntmero de casos favordveis
| ntmero de casos possiveis
Demonstragao. Suponha que Q2 = {ay,...,a,} possui n elementos

(n # 0). Temos que P({a;}) = ¢q para todo i € {1,...,n}, onde
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q € [0,1] é um nimero. Note que

Q={a1} U{ax}U...U{ay}

e logo
P(Q)=P{ar} U{a} U...U{an}).

Pela defini¢do dada anteriormente obtemos que P(2) =1 e

P({ar} U{as} U... Ufan}) = Par}) + P({as}) + ... + P({an}).

Assim, como P({a;}) = q para todo i € {1,...,n} concluimos que
1= qg+q+...+¢q

1 1
e, portanto, ¢ = —»ou seja, P({a;}) = - para todo i € {1,...,n}.

Agora tome um evento E qualquer de Q. Seja |E| = k e escreva
E = {b1,...,b;} . Note que b; = a; para algum j (apenas muda-
mos a notacao para trabalharmos com os elementos de ' com mais
facilidade). Assim temos que

P(E)= P({bi}U{b}U...U{b})
= P({bi})+ P({bf}) ot P({or})

1 1
- S+t 4=,
non non
E
ou seja, P(F) = |Q|” como queriamos. [

Note que, em geral, se Q = {ai,...,a,} e P({a;}) = p; para
cada i € {1,...,n}, entdo p1 + p2 + ...+ p, = 1. Além disso, se
E C Q é um evento, entdo P(F) = Z p; = soma dos p; tais que

a;€EF
a; € B.

A seguir apresentamos algumas proposi¢oes simples e importan-
tes. Para isso, vamos considerar um espago amostral 2 qualquer
com uma probabilidade P (uma fun¢ao que satisfaz a defini¢cao dada
anteriormente). Sejam também A, B C ) eventos quaisquer.
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Proposicao 2. P(A°)=1—- P(A).

Proposigao 3. Se A C B entdao P(A) < P(B).

Proposicao 4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) (regra do
ouU).

Demonstrar estas proposicoes é um bom treino de raciocinio
l6gico. Tente demonstra-las!

Exemplo 3.1. Tanise possui uma urna com 4 bolas amarelas e 5
vermelhas. Ela retira uma bola de cada vez, sem reposicao. Qual é
a probabilidade das 2 primeiras serem amarelas?

Solugao: Perceba que o nosso espago amostral é Q = {(Bjy, Bg) :
B # By}, onde Bj e B representam a primeira e a segunda bola
retirada da urna, respectivamente.

Ao retirar a primeira bola da urna, teremos 5 + 4 = 9 possibili-
dades. Ao retirar a segunda bola, s6 havera 8 possibilidades, visto
que uma bola ja foi removida. Entao:

Q2] =9-8="T2.
Como queremos que as duas primeiras bolas sejam amarelas, te-

mos que ha 4 possibilidades para a primeira bola, e 3 para a segunda,
visto que ja removemos uma bola amarela. Entao:

|E|=4-3=12.
Logo, temos que:
|El 12 1
P(E) = = — = .
(E) Q] 72 6

Problemas recomendados: 1, 2, 3, 4, 5 e 6.
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3.2 Probabilidade Condicional

Voltemos ao primeiro exemplo que apresentamos, do langamento
de um dado nao-viciado. Considere o evento A = {2,3,5} que cor-
responde a obter um ndmero primo. Vimos que ao jogar o dado,
P(A) = 5 Agora imagine a seguinte situagdo: seu amigo lanca o
dado sem que vocé veja o resultado, e lhe conta que o niimero ob-
tido é impar. Assim, vocé se pergunta, qual é a probabilidade desse
numero ser primo?

Bom, como o resultado é um ndmero impar, temos as seguin-
tes possibilidades: {1,3,5}. Veja que esse é 0 nosso novo espago
amostral e, portanto, o evento do niimero ser primo corresponde ao
conjunto {3,5}. Assim, a probabilidade do nimero ser primo é 3"

Note que obtemos probabilidades diferentes para o niimero ob-
tido no langamento do dado ser primo. Isso ocorreu porque na nossa
situagdo imagindria nés haviamos a informacao a mais de o niimero
ser fmpar. Sendo assim, sempre que incluimos mais informagoes a
um problema, a probabilidade de um evento ocorrer pode mudar.
Vejamos agora como podemos concretizar esta ideia matematica-
mente:

Definicdo 2. Dados dois eventos A, B C 2, a probabilidade condi-
cional de A sabendo que B ocorreu é

P(ANB)

P(AIB) = =55

Note que se 2 é um espaco finito e equiprovavel, entao
P(ANB) |AnB|/|Q [|ANB|
P(B) — |Bl/Iol Bl ¢
Também veja que pela defini¢do acima obtemos que P(ANB) =
P(B) - P(A|B). Este resultado é conhecido como regra do E.

Quando P(A|B) = P(A), ou seja, quando o fato de ocorrer B
nao altera a probabilidade de ocorrer A, dizemos que A e B séo

P(A|B) =
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eventos independentes. Neste caso vale que
P(ANB)=P(B)-P(A).

Exemplo 3.2. Alexandre jogou um dado duas vezes. Qual é a
probabilidade de Alexandre ter obtido um 3 na primeira jogada,
sabendo que a soma dos resultados é 77

Solugao 1: O espago amostral 2 é dado por Q = {(a,b)|1 < a,b <
6}. Sejam A o evento que corresponde a obter um 3 na primeira
jogada e B o evento que corresponde a soma dos resultados ser 7.

Temos que:

A={(3.1),(3,2),(3.3), (3.4, (3,5), (3,6)},

B =1{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}.
O que queremos calcular é P(A|B) = P(;l(;)B) Como €2 é um
espaco finito e equiprovavel, segue que P(A|B) = A’;‘B‘ = é, pois
ANB={(3,4)}. O

Note que seguimos exatamente a Definicdo 2 para resolver este
problema. Porém, podemos resolver o problema utilizando outro
ponto de vista, considerando que o espago amostral 2 é Be AN B
|AN B

| B|

é um evento de B, e assim calculamos P(AN B) = . Veja a

solucao 2 abaixo:

Solugao 2: Como sabemos que a soma dos resultados é 7, nosso
espaco amostral fica reduzido ao seguinte:

B = {(17 6)7 (2,5), (3, 4)7 (473)7 (57 2), (67 1)}

Se o conjunto A corresponde ao evento de obter um 3 na primeira
jogada, entao temos AN B = {(3,4)}. Portanto, a probabilidade de
ocorrer o evento A sabendo que B ocorreu é

ANB| 1

Bl 6

P(A|B) =
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Exemplo 3.3. Zequinha lanca uma moeda trés vezes consecutivas.
Qual é a probabilidade de se obter duas caras, sabendo que:
a) em pelo menos uma das vezes deu cara?
b) no primeiro langamento deu cara?
Solucgao:
a) Representando K para cara e C' para coroa, temos que:

Q={KCC,KKC,KCK,KKK,CKC,CKK,CCK}.
Destas possibilidades, apenas trés sao favoraveis:
E={KKC,KCK,CKK}.

Logo, segue que: .
3
P(E) = ||Q|’ =5
b) Nosso espago amostral agora é:
Q={KCC,KKC,KCK,KKK}.
Apenas dois sdo favoraveis:

E={KKC,KCK}.

Logo, segue que:
|[E| 2 1
PE)==-=—-.
(B) Q] 4 2
O

Exemplo 3.4. Marcel e Vitor estdo em uma lanchonete. Sobre a
mesa ha duas travessas. Na primeira travessa ha 3 coxinhas e 5
esfirras, e na segunda ha 2 risoles e 4 coxinhas. Se ao acaso alguém
escolher uma destas travessas e também ao acaso pegar um dos
salgados, qual é a probabilidade de se ter pegado uma coxinha?

Solugao: Sejam T; o evento que corresponde a escolher a primeira
travessa, T o evento que corresponde a escolher a segunda, e C' o
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evento que corresponde a pegar uma coxinha. Queremos calcular
quanto vale P(C'). Para isso, note que

PC)=P(CNT1)U(CNTy))=PCNTy)+ (CNT),

pela regra do OU, pois (CNT1)N(CNTy) =@ e P(@)=0.
Sabemos que

P(A|B) = P(]‘__fl(;)m P(ANB) = P(A|B) - P(B),
logo obtemos que:
P(CNTy) = P(CIT) - P(T1) = 5+ = 1.
P(CNT) = P(C|Ty) - P(Ty) = % % _ %
Portanto, P(C) = 13—6 + % = i—g O

Veja que fizemos uma explicacdo bem detalhada, porém na pra-
tica é comum omitir todos estes detalhes, fazendo simplesmente uma

conta do tipo
1 3 1 4 25
28 2 6 48
Mas cuidado, s6 faga uma solugdo direta como esta se vocé souber
exatamente o estd fazendo, pois é facil se enganar e chegar em uma

resposta errada.

1
Exemplo 3.5. A probabilidade de um homem ser canhoto é 10
Qual é a probabilidade de, em um grupo de 10 homens, haver pelo

menos um canhoto?

Solucgao: Neste exemplo usaremos a Proposicao 2, que ira facilitar
muito a resolugdo. Seja A o evento que corresponde a pelo menos
um dos homens do grupo ser canhoto. Temos que P(A) = 1—P(A°),
entao basta calcularmos P(A€).
O evento A° corresponde a nenhum dos homens serem canhotos.
9

A probabilidade de nao ser canhoto ¢ ;5 = 0,9. Vamos dar um
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numero a cada um dos homens: assim temos o Homem 1, Homem
2, ..., Homem 10. Seja H; o evento que corresponde ao Homem j
nao ser canhoto. Temos que P(H;) = 0,9, como vimos acima. Veja
que os eventos Hy, Ho, ..., Hig sdo independentes, logo vale que:

P(AC)ZP(HlﬂHQH'”ﬂHlo):P(Hl)‘P(HQ)'”P(Hlo),

e assim,

P(A°) = (0,9)-(0,9)---(0,9) = (0,9)'.
Portanto, P(A) =1 — P(A°) =1 - (0,9)1° ~ 65%. O

’ Problemas recomendados: 7, 8 e 9. ‘

3.3 Probabilidade Geométrica

Nesta sessao iremos apresentar problemas em que o espaco amos-
tral é infinito, podendo ser um conjunto de pontos em um segmento
de reta, ou o conjunto de uma figura bidimensional, por exemplo.
Vamos comegar com um exemplo para desenvolver a intui¢do sobre
esse tema.

Exemplo 3.6. Diego desenhou no chao a seguinte figura:

1
Um quadrado com 1 de um circulo dentro dele (setor circular),

de modo que o raio do circulo é igual ao lado do quadrado. Em se-
guida, Diego langa uma moeda aleatoriamente dentro do quadrado.
Considerando que o tamanho da moeda é desprezivel, ou seja, nao
iremos nos preocupar com o seu tamanho (pense que ela equivale a
um ponto), qual é a probabilidade da moeda cair dentro do setor
circular?
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Solugao: O espago amostral neste caso é o conjunto de pontos
dentro do quadrado. Seja E o evento da moeda cair dentro do setor
circular. Entao o evento E indica que a moeda deve cair na seguinte
regiao:

Observe que nao podemos simplesmente contar a quantidade de
pontos, pois ha uma infinidade. Iremos entdo considerar a area do
quadrado e a area do setor circular. Assim, teremos que

area do setor circular

P(E) = area do quadrado

Agora basta fazer as contas. Se [ é a medida do lado do quadrado,
2

. . . ™
temos drea do quadrado = 1? e drea do setor circular = o Deste

modo,
P(E) = % ~ 0,785 = 78,5%

0

Em geral, se em um experimento aleatério o espago amostral é
uma regiao do plano, digamos a regido A, e um evento E corres-
ponde a uma regido dentro de A, digamos a regido B (B C A),
entdo a probabilidade de F ocorrer é

drea de B A

P(E) = 4rea de A

Podemos usar um raciocinio analogo para casos em que o espago
amostral é uma regiao unidimensional (em que nao podemos calcular
area). Vamos ver um exemplo para depois fixar a ideia apresentada.
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Exemplo 3.7. Seja AB um segmento de reta de comprimento AB =
L. Se um ponto C interior ao segmento AB for escolhido aleatoria-
mente, qual é a probabilidade de que o comprimento do menor dos

segmentos AC e OB seja superior a g?

Solucdo: Tomando um ponto C aleatoriamente em AB, temos
AC=ze(CB=L—-uz.

Note que o espago amostral §2 corresponde ao intervalo |0, L[ (to-
das as possibilidades para x), j4 que para cada ponto C escolhido
podemos associar um elemento x €]0, L[, e para cada x €]0, L[ po-
demos associar um ponto C interior a AB. Resumindo, existe uma
bijecdo entre Q e |0, L.

Seja E o evento que corresponde ao comprimento do menor dos

segmentos AC e OB ser superior a 3 Entdao E ocorrer significa

L
ter min{x,L — z} > —. Logo F é o evento em que x > 3 ou

2L . L 2L
L—x> 3 S < 30 ou seja, 3 <x< el Portanto, E ocorre se

C esta dentro do segmento XY

A X Y B

L L L
3 3 3

XY 131 -

Assim, P(E) = 4B = I 3

Agora vamos ver como podemos generalizar esta ideia: suponha
que o espago amostral corresponde a um intervalo limitado de R,
I = [a,b]. Geometricamente, I corresponde a um segmento de reta,
digamos o segmento M N. Note que M N tem comprimento M N =
b — a. Se um evento E corresponde a um intervalo J C I, digamos
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J = [¢,d], geometricamente, J é um segmento de reta XY em que
os pontos X e Y sdo interiores a M N.

M X Y N

Sendo assim, para calcular P(F) é muito simples, basta fazermos

B XY _b—a
- MN d-c¢

P(E)

Note que no exemplo anterior tinhamos I =|0, L[ e J =]L/3,2L/3|.
Veja que removemos os pontos extremos de cada intervalo, mas isso
ndo ird causar mudancas no resultado, pois como hd uma infinidade
de pontos, esses poucos pontos que retiramos sao despreziveis para
os calculos.

Feita a teoria sobre probabilidade geométrica, agora vamos ver
um problema sobre este tema:

Exemplo 3.8. Dividindo aleatoriamente um segmento AB em trés
partes, qual é a probabilidade de que esses novos segmentos formem
um triangulo?

Solugdo: Primeiramente, indicaremos o comprimento de AB por
AB = L. Bom, dividir AB em trés partes equivale a tomar dois
pontos C' e D interiores a AB. Obtendo estes dois pontos de modo
aleatoério, teremos trés segmentos determinados, AC, CD e DB com
comprimentos AC =z,CD=ye DB=L—xz—y.

Note que o espaco amostral deste experimento corresponde aos
pares (z,y),ondex >0,y >0e L—2z—y >0< y < L—x. Assim,
o espago amostral () corresponde & seguinte regiao do plano:
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O evento F que estamos interessados em calcular a probabilidade
é o conjunto dos pares (z,y) € € tais que é possivel formar um
triangulo de lados z, y e L—z—y (lembre-se que £ é um subconjunto
do espaco amostral). Para descrever melhor este conjunto E vamos
utilizar o seguinte resultado:

Existe um tridngulo de lados a, b e ¢ se, e somente se,
a<b+c
b<a+c
c<a+b

Sendo assim, ¢ possivel formar um tridngulo de lados z, y e
L — x — y se, e somente se,

r< y+(L—z—vy)
y< x4+ (L—z—-1y)
L-—z—y< x4y

. L L . , .
0 que equivale a x < 2 y < 3 ey > 3 x. Assim, E é o conjunto
de pares (z,y) € Q que satisfazem estas desigualdades. Portanto, E

corresponde a seguinte regido do plano:
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Nl

L
2

Agora para calcular P(FE), basta fazermos

area da regiao de F

P(E) =
(E) drea da regiao de Q’
. , 1
e assim concluimos que P(E) = 1 O

De modo geral, para resolver um problema de probabilidade ge-
ométrica envolvendo um evento E, devemos seguir os seguintes pas-
S0s:

1. Descrever o espaco amostral 2 em fungdo de uma ou mais
varidveis (z,y,...).

2. Determinar qual regido do plano (ou da reta) corresponde a
Q.

3. Descrever os elementos do evento E.

4. Determinar qual regido do plano (ou da reta) corresponde a
E.

5. Calcular as dreas (ou comprimentos) correspondentes a ) e
E e calcular P(E).

Note que no item 1 acima, quando descrevemos {2 com uma va-
riavel z obtemos um subconjunto da reta, e quando descrevemos 2
com duas varidveis x e y obtemos um subconjunto do plano. Neste
texto nos restringimos apenas a estes casos, mas também podemos
ter situagoes com mais variaveis. Por exemplo, se descrevemos {2
com trés varidveis x, y e z, entdo obtemos um subconjunto do es-
pago tridimensional, e neste caso calculariamos volumes em vez de
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areas ou comprimentos.

Problemas recomendados: 16, 17 e 18. ‘

Problemas Propostos

° | | ¢ | *x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. ® Numa urna existem duas bolas vermelhas e seis brancas.
Sorteando-se uma bola, qual a probabilidade de ela ser verme-
lha?

2. @ Temos duas moedas, das quais uma é perfeita e a outra tem
duas caras. Uma das moedas, tomada ao acaso, é lancada.
Qual é a probabilidade de se obter cara?

3. @ Trés amigas possuem, cada uma, trés blusas: uma amarela,
uma branca e uma preta. Se cada amiga escolher ao acaso
uma de suas blusas, qual é a probabilidade de que as cores das
blusas escolhidas sejam todas diferentes?

4. A Um dado de seis faces é viciado, de modo que a probabili-
dade de observarmos um ntmero na face de cima é proporci-
onal a esse numero. Calcule a probabilidade de:

(a) ocorrer nimero par.

(b) ocorrer niimero maior ou igual a 5.

5. A Qual é a probabilidade de que um niimero inteiro positivo
menor do que 1000 tenha pelo menos um algarismo 1 em sua
representagao decimal?

6. A Duas pessoas vao disputar uma partida de par ou impar.
Elas nao gostam do zero e, assim, cada uma coloca 1, 2, 3, 4
ou 5 dedos com igual probabilidade. Calcule a probabilidade
de que a pessoa que escolheu par ganhe.
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7.

8.

10.

® Um ntmero é sorteado ao acaso entre os 100 inteiros de 1 a
100.

(a) Qual a probabilidade de o nimero ser par?

(b) Qual a probabilidade de o ntimero ser par, dado que ele
é menor que 507

(c) Qual a probabilidade de o ntimero ser divisivel por 5,
dado que é par?

Tio Mané tem duas caixas, uma com sete bolas distintas
numeradas de 1 a 7 e outra com oito bolas distintas numeradas
com todos os niimeros primos menores que 20. Ele sorteia uma
bola de cada caixa. Qual é a probabilidade de que o produto
dos nimeros das bolas sorteadas seja par?

Marina quer enviar uma carta a Veronica. A probabilidade

8
de que Marina escreva a carta é de 10" A probabilidade de
que o correio ndo a perca é de 10 A probabilidade de que o

carteiro a entregue ¢ de —. Dado que Verdnica ndo recebeu

a carta, qual é a probabilidade condicional de que Marina nao
a tenha escrito?

¢ O professor Guilherme criou trés estranhas maquinas. A
méquina A transforma um gato em um cachorro com probabi-

lidade 3" A maquina B transforma um gato em um cachorro
2
com probabilidade 3 A méaquina C transforma um gato em

. 1 .
um cachorro com probabilidade 1 E se o animal é um ca-
chorro, nenhuma das maquinas faz transformacao alguma.

O professor Guilherme colocou um gato na maquina A, depois
colocou o animal resultante da maquina A na méaquina B e,
por fim, colocou o animal resultante da maquina B na maquina
C'. Qual a probabilidade de ter saido um cachorro da maquina
c?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

¢ Uma rifa foi organizada entre os 30 alunos da turma do
Pedro. Para tal, 30 bolinhas numeradas de 1 a 30 foram colo-
cadas em uma urna. Uma delas foi, entao, retirada da urna.
No entanto, a bola caiu no chao e se perdeu e uma segunda
bola teve que ser sorteada entre as 29 restantes. Qual a pro-
babilidade de que o ntimero de Pedro tenha sido o sorteado
desta segunda vez?

¢ Em um jogo, Pedro lanca uma moeda para decidir quantas
casas avangar. Quando sai cara, ele avanga uma casa; quando
sai coroa, ele avanca duas casas. O jogo acaba quando Pedro
alcanca ou ultrapassa a ultima casa. Faltam trés casas para
Pedro terminar o jogo. Qual é a probabilidade de que ele tire
coroa em sua ultima jogada?

¢ Dois cubos tém faces pintadas de ocre ou magenta. O pri-
meiro cubo tem cinco faces ocres e uma face magenta. Quando

os dois cubos sao lancados, a probabilidade de as faces viradas
1

para cima dos dois cubos serem da mesma cor é 3 Quantas

faces ocres tem o segundo cubo?

¢ Escolha trés niimeros naturais consecutivos e faga a multi-
plicacdo entre estes trés nimeros. Qual é a probabilidade do
nimero obtido ser divisivel por 127

¢ Uma colonia de amebas tem inicialmente uma ameba ama-
rela e uma ameba vermelha. Todo dia, uma tnica ameba se
divide em duas amebas idénticas. Cada ameba na coldnia
tem a mesma probabilidade de se dividir, ndo importando sua
idade ou cor. Qual é a probabilidade de que, apdés 2006 dias,
a colonia tenha exatamente uma ameba amarela?

¢ Marcel e Vitor escolhem um ntmero real aleatdrio entre 0
e 1. Marcel afirma que a soma dos dois nimeros é maior que
1

3 € Vitor afirma que a soma dos quadrados dos dois ndmeros

é menor que 1. Qual é a probabilidade de ambos estarem
corretos?
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17.

18.

19.

20.

21.

¢ Escolhendo aleatoriamente um ntmero « € [0,1], qual é a
probabilidade do polinémio % 4+ x + « ter raiz real?

¢ Um ponto P é escolhido ao acaso no interior de um quadrado
QRST, conforme a figura a seguir. Qual é a probabilidade do
angulo ZRP( ser agudo?

Q R

T S

¢ Duas pessoas decidiram se encontrar em um determinado
local entre 11 e 12 horas. Combinou-se previamente que a
primeira pessoa a chegar esperard no maximo 15 minutos pela
outra. Ache a probabilidade de este encontro realizar-se neste
intervalo, admitindo-se que os instantes de chegada (entre 11
e 12 horas) de cada uma das pessoas provém do acaso.

% Cem pessoas estdo em fila para embarcar em um avido.
Cada uma delas possui uma passagem com um assento desig-
nado. Entretanto, a primeira pessoa a embarcar perdeu sua
passagem e decide sentar em um assento aleatorio. Depois
disso, cada pessoa senta em seu respectivo assento se ele esti-
ver desocupado, ou em um assento aleatorio se ele nao estiver.
Qual é a probabilidade da tltima pessoa que embarcar sentar
em seu assento designado?

% Quatro pontos sido escolhidos na esfera z? + y? + 22 = 1.
Qual é a probabilidade que a origem esteja dentro do tetraedro
determinado por esses quatro pontos?

Respostas dos Problemas Propostos
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Aula 4

Loégica e Principio do
Extremo

4.1 Loébgica

A logica é a ciéncia do raciocinio, e muitos problemas matema-
ticos exigem o seu uso para serem resolvidos. Com isso, a logica
matematica aparece como uma ferramenta para desenvolver a argu-
mentagao de ideias abstratas.

Nesta aula, apresentaremos problemas que ndo exigem conheci-
mento matemaético tedrico prévio, mas que exigem raciocinio légico
e criatividade. O segredo é organizar as informacgoes oferecidas
pelos problemas. Veja alguns exemplos a seguir.

Exemplo 4.1. Diversas bactérias estdo colocadas em um vidro.
Um segundo depois cada bactéria se divide em duas, no préximo
segundo todas as bactérias se dividem novamente em duas, e assim
por diante. Depois de um minuto, o vidro estd cheio. Quando o
vidro estava pela metade?

Solucao:
Perceba que a cada segundo o ntimero de bactérias dobra. Pen-

sando a partir do final, vemos que, se o vidro esta cheio depois de
60 segundos, entao ele estava pela metade um segundo antes. Logo,

43
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o vidro estava pela metade depois de 59 segundos. O

Exemplo 4.2. (OBMEP 2018) Vov6 Vera quis saber qual de suas
cinco netinhas tinha feito um desenho na parede de sua sala. As
netinhas fizeram as seguintes declaracoes:

Emilia: Nao fui eu.

Luisa: Quem desenhou foi a Marilia ou a Rafaela.
Marilia: Nao foi a Rafaela nem a Vitéria.
Rafaela: Nao foi a Luisa.

Vitéria: Luisa nao estd dizendo a verdade.

Se apenas uma das netinhas mentiu, quem fez o desenho?
Solucao:

Neste problema iremos utilizar
uma das técnicas mais poderosas para
resolver problemas matemédticos: a
prova por absurdo.

Primeiramente perceba que Luisa e
Vitéria ndo podem estar falando a ver-
dade ao mesmo tempo, ou seja, a men-
tirosa é uma das duas.

Suponha, por absurdo, que Luisa
tenha mentido. Entdo quem desenhou nao foi Marilia nem Rafaela.
Como Emilia, Marilia e Rafaela falam a verdade, entdao os culpados
também nédo foram Emilia, Vitoria ou Luisa, o que é contradicao, o
que implica que quem mentiu foi a Vitéria. Como todas as outras
netinhas falam a verdade, entdao a culpada é Marilia. O

’ Problemas recomendados: 1, 2, 3, 4, 5 e 6. ‘
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4.2 Principio do Extremo

Se possivel, assuma que os elementos do seu problema estao
ordenados de algum modo. Tente estudar o “maior” ou o “menor”
elemento desta ordem para concluir algo sobre o problema.

O Principio do Extremo é uma técnica 1til para resolver certos
problemas matemaéticos. Vamos ver um exemplo.

Exemplo 4.3. Sejam B e P conjuntos finitos de pontos brancos e
pretos, respectivamente, no plano, com a propriedade de que todo
segmento que une dois pontos X e Y da mesma cor possui um ponto
Z da outra cor (sendo Z diferente de X e de Y). Prove que ambos
os conjuntos de pontos estdo em um mesmo segmento de reta.

Solugao: Suponha, por absurdo, que os conjuntos B e P néo estao
em um mesmo segmento de reta. Entdo, existe pelo menos um
tridngulo cujos vértices sao dados por pontos de B U P.

Considere o tridngulo de menor drea. E claro que este tridngulo
possui dois vértices da mesma cor, logo entre eles ha um ponto da
outra cor. Mas assim obtemos um tridngulo de &rea menor que o
inicial, o que é uma contradi¢do, pois haviamos tomado o tridngulo
de menor area. Portanto, o que supomos é falso, o que significa que
os pontos de B e P estdo em um mesmo segmento de reta. ]

Definicao 3. Uma ordem em um conjunto S é uma relacao <
entre os elementos de S que satisfaz as seguintes trés propriedades,
para todos a,b,c € S:

1. a < a (reflexividade);

2. Sea<beb<a,entdo a => (antissimetria);
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3. Sea<beb<c entdo a < ¢ (transitividade).

Denotamos a < bse a <beas#b, para a,b e S.

Agora podemos definir de modo preciso o que significa o “maior”
e o “menor” elementos de um conjunto com uma ordem dada:

Definicdo 4. ! Seja S um conjunto ordenado pela relacio <.

1. Dizemos que z é um elemento maximo de Ssex € Sea <z
para todo a € S.

2. Dizemos que y é um elemento minimo de Ssey € Sey <a
para todo a € S.

Exemplo 4.4. Seja S o conjunto dos subconjuntos de {1, 2,3}, ou
seja,

S =A{2, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3},{2,3}, {1, 2,3} }.

Se para A,B € S definirmos A < B & A C B, entdo temos uma
ordem em S. Um modo de vizualizar esta ordem em S é pelo dia-
grama de Hasse, representado na figura a seguir:

{1,2,3}
T
(1,2} {1,3} {2,3}
| > >
{2 {3
~ |

%]

Note que neste caso @ ¢ um elemento minimo e {1,2,3} é um ele-
mento maximo de S.

No Exemplo 4.3 nao utilizamos uma ordem no conjunto dos tri-
angulos com vértices em B U P, mas sim uma ordem no conjunto

!Também existem os conceitos de elemento maximal e elemento minimal, mas
ndo vamos entrar nestes detalhes.
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das areas destes tridngulos, sendo esta a ordem entre nimeros reais
que ja conhecemos. Em geral, nos problemas que iremos apresentar
aqui, é isso que iremos fazer, ou seja, utilizar a ordem usual dos
nimeros reais para descrever outros objetos.

A seguir apresentamos trés fatos importantes referentes a ordem
usual dos nimeros reais, que devemos ter em mente ao utilizar (ou
tentar utilizar) o Principio do Extremo:

e Todo conjunto nao vazio e finito de nimeros reais possui um
elemento minimo e um elemento maximo.

e Todo conjunto nao vazio de ntimeros inteiros positivos possui
um elemento minimo (este é o conhecido Principio da Boa
Ordem).

e Um conjunto infinito de nimeros reais ndo precisa ter neces-
sariamente um elemento minimo ou maximo. Por exemplo, o
conjunto (2,3) = {x € R|2 < < 3} ndo possui minimo e

1

nem maximo, enquanto que 1 1, 3716

. } possui maximo,

mas ndo possui minimo.

Problemas recomendados: 7 e 8. ‘

Problemas Propostos

o | | ¢ | x
Facil | Médio | Dificil | Desafio

1. ® (OBM 2015, adaptada) Juquinha e seus amigos organizaram
uma corrida com seus carrinhos. O carrinho branco chegou
antes do vermelho e do marrom. O carrinho azul chegou depois
do marrom e antes do vermelho. Qual foi a ordem de chegada
dos carrinhos?
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2.

(OBM 2016) Num pais imaginario vivem somente duas es-
pécies de pessoas: os honestos, que sempre dizem a verdade
e os mentirosos, que s6 dizem mentira. Numa fila de 2016
pessoas da ilha, o primeiro da fila diz que todos atras dele sao
mentirosos e todas as demais pessoas da fila dizem que a pes-
soa imediatamente a sua frente é mentirosa. Quantas pessoas
mentirosas estao nessa fila?

(OBM 2014) Roraima Jonas, um arqueblogo aventureiro, ao
fugir de uma caverna se depara com quatro portas, numeradas
de 1 até 4, e quatro mensagens. As mensagens dizem:

o Mensagem 1: “As portas 1 e 2 sdo seguras.”

e Mensagem 2: “Exatamente duas entre as portas 1, 2 e 3
sdo seguras.”

e Mensagem 3: “A porta 1 é segura.”

o Mensagem 4: “A porta 3 é segura.”
Roraima Jones é um estudioso e, por isso, sabe que exatamente
uma das mensagens é mentira e exatamente uma das portas

nao é segura (ativaria uma armadilha). Qual porta Roraima
Jonas pode garantir que é segura?

. 4 (OBM 2001) Cinco animais A, B, C, D, e E, sao caes

ou sao lobos. Céaes sempre contam a verdade e lobos sempre
mentem. A diz que B é um cdo. B diz que C' é um lobo. C
diz que D é um lobo. D diz que B e F sdo animais de espécies
diferentes. F diz que A é um cdo. Quantos lobos hé entre os
cinco animais?

. 4 (OBM 2010) Quatro amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo e

Dernaldo estao jogando cartas. Sao 20 cartas diferentes, cada
carta tem uma entre 4 cores (azul, amarelo, verde, vermelho) e
um numero de 1 a 5. Cada amigo recebe cinco cartas, de modo
que todas as cartas sdo distribuidas. Eles fazem as seguintes
afirmacoes:
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e Arnaldo: “Eu tenho quatro cartas com o mesmo ntimero.”
e Bernaldo: “Eu tenho as cinco cartas vermelhas.”

e Cernaldo: “As minhas cinco cartas sdo de cores que co-
megam com a letra V.

¢ Dernaldo: “Eu tenho trés cartas de um ntmero e duas
cartas de outro nimero.”

Sabe-se que somente uma das afirmagoes é falsa. Quem fez
essa afirmagao?

6. 4 (OBM 2011) No Planeta Nérdia, existem trés espécies de
nerds: ET-nerds, UFO-nerds e OVNI-nerds. A primeira mente
quando chove e diz a verdade quando nao chove; a segunda
sempre mente; a terceira sempre diz a verdade. Certo dia
Bruberson, um nerd muito camarada, se encontra com quatro
nerds. E eles falam:

e X: “Hoje estd chovendo.”
e Y: “O nerd que acabou de falar estd mentindo.”

e 7Z: “Hoje ndo estd chovendo.”

e W: “O primeiro nerd mentiu ou eu sou um ET-nerds.”
Com quantos ET-nerds Bruberson falou no maximo?

7. 4 Ha uma quantidade impar de soldados em um campo de
batalha, de modo que as distancias entre quaisquer dois deles
sdo distintas duas a duas. Em um determinado momento,
cada um deles atira no soldado mais préximo de si. Prove as
afirmagoes a seguir.

Existem dois soldados que atiraram um no outro.

b
(c

(d) As trajetérias dos tiros ndo se cruzam.

(a
(b) H& pelo menos um soldado que nao levou um tiro.

Nenhum soldado levou mais de cinco tiros.

)
)
)
)
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8.

10.

11.

12.

13.

(e) Os segmentos formados pelas trajetorias dos tiros nao
formam um poligono convexo fechado.

¢ Encontre todas as solucoes positivas do sistema de equagoes
abaixo:

a+b=c?
b+c=d?
c+d=e?
d+e=a?
d+a=10

. ¢ Em um pais todas as estradas entre suas cidades sdo de mao-

Unica (possuem apenas um sentido), e tais que quando vocé
sai de uma cidade, vocé nao consegue retornar a ela. Conside-
rando que existe uma quantidade finita de cidades, prove que
existe uma cidade A na qual todas as estradas ligadas a ela
a levam para fora de A, e que existe uma cidade B na qual
todas as estradas ligadas a ela a levam para dentro de B.

% Prove que, para todo inteiro positivo n, o niimero ny/2 nao
é inteiro. Conclua que v/2 é irracional.

% Mostre que ndo existem triplas de inteiros positivos (z,y, 2)
que satisfazem a equacao

z? + 10y2 = 322

* Cada ponto do plano com coordenadas inteiras é rotulado
com um inteiro positivo. Suponha que cada um destes ntime-
ros é a média aritmética dos rétulos dos seus quatro pontos
vizinhos (os pontos imediatamente abaixo, acima, a esquerda
e a direita). Mostre que todos os rétulos tém o mesmo valor.

% Em uma festa assuma que nenhum homem dangou com
todas as mulheres, e cada mulher dancou com pelo menos um
homem. Prove que existem dois casais homem-mulher (H, M)
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e (H', M') que dangaram juntos, mas H ndo dangou com M’
e M nao dancou com H’'.

14. % Prove que nao existem quadruplas de inteiros positivos
(z,y, z,u) satisfazendo

22+ 9% =322 +4?).

15. % Considere 2n pontos no plano com a propriedade de que
se tomarmos 3 pontos entre estes, eles ndo serao colineares.
Exatamente n destes pontos sdo fazendas, denotados por F' =
{Fi,...,F,}, e os restantes n pontos sdo pogos de dgua, de-
notados por P = {Py,..., P,}. Serdo construidas estradas em
linhas retas ligando cada fazenda a um tnico pogo, sendo que
cada poco ird ser ligado a uma unica fazenda. Mostre que
é possivel fazer isso de modo que nenhuma das estradas se
intersectem.

16. % Considere uma quantidade finita de pontos no plano de
modo que se escolhermos quaisquer trés destes pontos, A, B
e C, entdo a area do tridngulo ABC' é sempre menor do que
1. Mostre que existe um tridngulo de area menor do que 4 tal
que todos estes pontos estao dentro deste tridngulo, ou em sua
borda.

Caso voceé ja tenha resolvido todos os problemas desta lista, reco-
mendamos que dé uma olhada no livro Problem-Solving Strategies de
Arthur Engel, listado na bibliografia, que possui uma enorme quan-
tidade de problemas sobre o Principio do Extremo (com solugoes),
que vocé pode se divertir tentando resolver. Uma outra opcao tam-
bém é o livro The Art and Craft of Problem Solving de Paul Zeitz,
embora este ndo apresente solugoes para todos os problemas.

Dicas e Solugoes dos Problemas Propostos

Antes de ver a solugdo de um problema tente passar um bom
tempo tentando resolver ele! S assim vocé poderd apreciar sua
solucao e aprender com ela.
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8.

Dica: Liste os carrinhos por ordem de chegada.

. Dica: Verifique que a primeira pessoa da fila é mentirosa e

depois estude o que acontece.

. Dica: Suponha que a mensagem k é mentira para cada k €

{1,2,3,4}, e analise cada caso.

. Dica: Se supormos que A é um cédo, entdo chegaremos em

uma contradi¢do. Portanto, A é um lobo. Agora conclua que
A, B, D e E séo lobos, e C' é um céo.

. Dica: Arnaldo e Bernaldo ndo podem dizer a verdade simul-

taneamente, logo quem mentiu foi Arnaldo ou Bernaldo.

. Dica: Considere o caso em que estd chovendo e depois consi-

dere o caso em que nao estd chovendo.

(a) Dica: Utilize o Principio do Extremo.

(b) Dica: Pelo item (a), ha dois soldados A e B que atiraram
um no outro. Estude o que acontece se mais algum sol-
dado atirou em A ou B. Estude também o que acontece
se mais ninguém atirou em A ou B.

(c) Dica: Suponha por absurdo que algum soldado P tenha
levado mais de cinco tiros, isto é, os soldados A, B, C, D,
E, ... atiraram em P. Entao |AP| < |AB|e|BP| < |AB|.
Logo AB ¢é o maior lado do tridngulo AABP. O que
podemos dizer a respeito dos angulos deste tridngulo?

(d) Dica: Suponha que ha duas trajetérias de tiros que se
cruzem. Utilize a desigualdade triangular para chegar em
uma contradicao.

(e) Dica: Suponha que exista tal poligono convexo fechado
ABCD---MN, onde N é o soldado mais préximo do sol-
dado A. Compare as arestas deste poligono para chegar
em uma contradicao.

Dica: Seja (a,b,c,d,e) uma solugao deste sistema. Considere
x como o maior, e ¥y o menor dos nimeros a, b, ¢, d, e.
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9.

10.

11.

12.

13.

Dica: Note que em uma viagem é possivel se deslocar pelas
cidades apenas por um numero finito de vezes, pois uma vez
que saimos de uma cidade, ndao podemos retornar a ela, e
ha uma quantidade finita de cidades. Considere o conjunto
dos comprimentos possiveis de todas viagens entre as cidades.
Como esse conjunto ¢é finito, ele admite um elemento maximo.

Dica: Considere S o conjunto dos inteiros positivos n tais que
ny/2 é inteiro. A ideia é provar que S é vazio, ou seja, que nao
existem tais inteiros positivos n. Suponha por absurdo que S
nao é vazio e utilize o fato de S possuir um elemento minimo
(Principio da Boa Ordem).

Dica: Assuma que tem solucdo, e seja (z,y,z) uma solucao
com a menor soma x + y + z. Perceba que o niimero do lado
esquerdo da equacao termina em 0, 1, 4, 5, 6, ou 9, enquanto
que o numero do lado direito da equagao termina em 0, 2, 3,
5, 7, ou 8. Quais sdo as condigOes para ocorrer a igualdade?

Dica: Considere o menor rétulo entre todos os rétulos (este
rétulo existe, por causa do Principio da Boa Ordem).

Solugdo: Considere o conjunto S = {n € Z | algum homem
dangou com n mulheres}. Como este conjunto é finito, possui
um elemento maximo p € S. Assim, seja H um homem que
dangou com p mulheres (note que pode haver mais de um ho-
mem que dangou com p mulheres). Existe uma mulher M’ que
nao dancou com H. Agora seja H' um homem que dangou com
M'. Por fim, vejamos que existe uma mulher M que dancou
com H mas nao dangou com H’: suponha, por absurdo, que
nao existe tal mulher M. Entao, toda mulher que dancou com
H também dancou com H’. Por outro lado, H' dancou com
M', e H nao dancou com M, logo H' dan¢ou com pelo menos
p + 1 mulheres, o que é contradigao, pois o maior elemento de
S ép,ep<p+ 1. Portanto, existe tal mulher M, e os pares
(H,M) e (H', M') satisfazem as condigoes do enunciado.
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14.

15.

Solucao: Suponha que existe alguma tal quadrupla. Tome
a solugdo (quadrupla) com o menor valor possivel para 2 +
y? (tal quadrupla existe, pois x e y sdo sempre inteiros, e
logo 22 + 3? sempre serd um nimero inteiro positivo). Seja
(a,b,c,d) esta solugdo. Temos:

a2+ =3(2+d* = 3|(®+b*) = 3la e 3|b

Bom, vejamos que realmente vale a segunda implicacdo acima:
dado um ntmero inteiro n, temos trés possibilidades:

n=0 (mod 3) = n?=0 (mod 3)

1 (mod 3) = n?*=1 (mod 3)
n=2 (mod 3) = n?’=1 (mod 3)

n

Assim, como temos a? + b> = 0 (mod 3), devemos ter que
a=0 (mod 3) e b=0 (mod 3). Portanto, segue que a = 3a;
e b = 3b1, com aj e by inteiros positivos. Ficamos entdo com:

A+ =9} +0}) =3(P+d*) = A+d*=3(ad+bd).

Assim, (c,d,a1,b) é uma solucdo, e ¢ + d? < a® 4 b2, o0 que
é uma contradigdo, pois haviamos tomado a solugéo (a, b, ¢, d)
com a? + b? sendo o menor valor possivel entre todas as solu-
¢oes. Assim provamos que ndo existem tais quadruplas.

Solugao: Considere todas as bijegoes g : FF — P que as-
sociam as fazendas aos pogos de dgua. Se desenharmos uma
linha reta entre F; e g(F;), obtemos um sistema de estradas.
Note que hé n! possibilidades para os sistemas de estradas, pois
existem n! bije¢des do tipo g : FF — P. Defina o comprimento
de um sistema de estradas como a soma dos comprimentos de
cada estrada deste sistema. Agora considere o sistema com o
menor comprimento possivel (este sistema existe, pois corres-
ponde ao minimo de um conjunto finito de niimeros reais, que
existe). Suponha que neste sistema existam duas estradas que
se intersectam, digamos, as estradas que ligam F; a P, e F}
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a P;. Neste caso podemos considerar o sistema que obtemos
trocando estas duas estradas, ou seja, conectando F; com P
e F; a P, (veja a imagem abaixo).

P, P,

P P

Assim, este novo sistema de estradas terd um comprimento
menor do que aquele que comegamos, por causa da desigual-
dade triangular:

F; F
/\ a e
P, c f
Py

a<b+c e e<d+f = a+e<(b+f)+(d+c)

Mas isto é uma contradigao, pois haviamos tomado o sistema
de estradas com o menor comprimento possivel. Portanto, nao
¢é verdade que existem estradas se intersectando neste sistema,
e assim provamos o que queriamos, pois basta considerar este
sistema de menor comprimento possivel.

16. Solugao: Sejam €2 o conjunto de pontos dados inicialmente, e
ABC o triangulo de maior area, entre todos os tridngulos cujos
vértices sdo pontos do conjunto {2. Vamos denotar a area de
ABC por [ABC]. Neste caso temos [ABC] < 1. Seja LM N o
tridngulo cujo tridngulo medial é ABC, ou seja, A, B e C sdo
os pontos médios de LM, M N e N L, respectivamente.
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Temos que [LMN]| = 4[ABC| < 4. Agora vejamos que todos
os pontos de 2 estdo dentro de LM N, ou em sua borda: su-
ponha que nao, ou seja, que existe um ponto P € () tal que
P esteja fora de LM N. Entao podemos conectar P com dois
vértices de ABC', formando um tridngulo com &rea maior de
que [ABC], o que é contradigdo, pela maximalidade da &rea
de ABC'. Assim, todo ponto P € () estd dentro ou nas bordas
do triangulo LM N, que possui area menor do que 4.
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Binomio de Newton

Vamos, primeiramente, relembrar a determinar a quantidade de
combinacbes de um conjunto.

Combinagoes: De quantos modos podemos escolher k objetos dis-
tintos entre n objetos distintos dados, considerando que a ordem
destes k objetos ndo importa? Ou equivalentemente, quantos sdo os
subconjuntos de k elementos de um conjunto {ai,as,...,a,} de n
elementos? A resposta é

Ck:<n>_n'(n_l)'(n—Q)---(n—k+1)_ nl
" k

k! Kl (n— k)

o7
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5.1 Tridngulo de Pascal

O Tridngulo de Pascal é um tridngulo aritmético infinito onde sdo
dispostos os coeficientes das expansbes binominais, como mostrado
acima. O padrao continua como mostrado na figura acima, ou seja,
a k-ésima linha do Tridngulo de Pascal tera k termos, sendo eles

k—1 k—1 k—1 k—1
o )\t ) k=2 \k-1)

Recomendamos assistir o video

The mathematical secrets of Pascal’s triangle

de Wajdi Mohamed Ratemi do canal TED-Ed no Youtube.

’ Problemas recomendados: 1 e 2. ‘

5.2 Binomio de Newton

O Binomio de Newton é a poténcia da forma (z + y)", onde
z,y € R,n € N. Podemos recorrer ao tridngulo de Pascal para
determinar os coeficientes binomiais dessa expansdo. Temos entdo
a seguinte relagao:

(33 + y)n — i (Z) xkyn—k

k=0


https://www.youtube.com/watch?v=XMriWTvPXHI
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Vamos ver alguns exemplos que utilizam a férmula binomial
acima.

Exemplo 5.1. Determine o termo independente de x no desenvol-
vimento de
1 10
(*-5)
72

Solugao: O termo genérico do desenvolvimento binomial é da forma

_1)10—k( 3k
(1}{0)(22)10;) _ <1k?>(_1)10—kx5k—20‘

Para o termo independente de x, devemos ter 5k — 20 = 0, ou seja,

10
k = 4. Portanto, o coeficiente procurado ¢é (4 > (-1)¢=210. O

Exemplo 5.2. Determine a soma dos coeficientes de todos os ter-
mos do desenvolvimento de (z — 2y)1°.

Solugao: Como vimos pela relacdo acima, temos que o termo gené-
rico do desenvolvimento binomial ¢ da forma (}))z*(—2y)!°=%. Ao
substituirmos x e y por 1, obteremos apenas o coeficiente de cada
termo. Logo a soma de todos eles é (1 —2)10 = 1. O

n
n
Exemplo 5.3. Prove que Z (k) =2" onde n > 1.
k=0
Solugao: Sabemos do bindémio de Newton que, para quaisquer
x,y € R, vale que:

(z+y)" = Z (Z) ahyn k.

k=0

Logo, basta substituir z = y = 1 e assim obtemos:

9 = (141)" = kzn% (Z) 1k1n—k — kzn% (Z) = <g>+<?>+ : +<Z>

0



POTI/TOPMAT

Problemas recomendados: 3, 4 e 5. ‘

Problemas Propostos

o | | ¢ |
Facil | Médio | Dificil | Desafio

n n
. Most = .
® Mostre que (n _ k) (k:)

n—1 n—1 n
P 1<Ek< ta = .
rove que se 1 < k < n, entao k1 + I > (k})

Esta identidade é conhecida como Relagao de Stifel.

[

N

3. @ Utilizando o binémio de Newton, determine o desenvolvi-
mento das expressoes a seguir:

(a) (3z+1)*
(b) (2z —3)°
(c) (3z —5y)T

4. @ (UFC, adaptada) Determine o coeficiente de 3 no polino-
mio p(z) = (z — 1)(z + 3)°.

5. Determine a soma de todos os coeficientes do desenvolvi-
mento de (14x — 13y)%37.

6. Ao (Mackenzie, adaptada) Seja a € [0,27], onde « é a maior
raiz da equacao

4 4 4 3 4 9 4
<0> cos™ x <1> cos” x + <2> cos”x <3> coszx + 0

Determine o valor de sen (37)
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

¢ Prove que a soma de todos os coeficientes da fila n-ésima
do tridngulo de Pascal é duas vezes a soma dos coeficientes da
fila anterior.

¢ Determine o valor de (2v/3 +v/5)° — (2/3 — V/5)°.

¢ Prove que Z(—l)k ") = 0, onde n > 1.
k=0 k

¢ Dado um conjunto néo-vazio A com uma quantidade par de
elementos, prove que o nimero de subconjuntos de A com um
nimero impar de elementos é igual ao niimero de subconjuntos
de A com um ntmero par de elementos.

¢ (ITA 2004, adaptada) Determine o termo 1ndependente de

z no desenvolvimento do binémio (\/ 3V = / oL )

¢ (ITA, adaptada) Considere o conjunto S = {(a,b) € Nx N
a + b = 18}. Determine o valor da soma:

> 18!
(a’b)esa!b!
k+1
0ProvequeZ< >:<n:;+—ﬁll_ ),ondenzl,kzo.
7=0
k+1
0Proveque2< j]> <n+k+ ),ondenZl,kZO.
7=0

¢ De 3n + 1 objetos, n sdo idénticos e os demais sdo todos
distintos. Mostre que é possivel escolher n objetos entre os
3n + 1 objetos de 22" modos.

% Quantos subconjuntos de A4,, = {1,2,3,...,n} possuem a
propriedade de que ndo possuem nimeros sucessivos?



62

POTI/TOPMAT




Aula 6

Principio da Casa dos
Pombos

Proposicao 5. Se distribuirmos n 4+ 1 pombos em n gaiolas, entao
ao menos uma das gaiolas conterd, no minimo, dois pombos.

A proposi¢do enunciada acima é conhecida como o principio
da casa dos pombos (PCP).

Apesar de sua simplicidade, ela admite consequéncias surpreen-
dentes, conforme veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 6.1. O principio da casa dos pombos garante que:

e Em um grupo de 13 pessoas, pelo menos duas delas nasceram
Nno mesmo meés.

e Em um grupo de 5 cartas de baralho, pelo menos duas sdo do
mesmo naipe.

e Em um grupo de 30 pessoas, pelo menos duas delas terdo
nomes com a mesma inicial.

e Em um grupo de 200 pessoas, pelo menos duas delas terdo a
mesma idade.

63
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Exemplo 6.2. Uma caixa contém bolas de duas cores: branca e
preta. Qual o menor nimero de bolas que precisam ser retiradas
da caixa, sem olhar, de modo que possamos garantir que duas das
bolas retiradas sejam da mesma cor?

Solucgao:

Podemos retirar trés bolas da caixa. Se nao tivesse mais de
uma bola de cada cor, s6 poderiam ter duas bolas. Isto é ébvio e
contradiz o fato de que retiramos trés bolas. Aqui as bolas fazem
o papel dos pombos e as cores (preto e branco) fazem o papel das
gaiolas. O

E claro que podemos também quantificar melhor a ideia do prin-
cipio da casa dos pombos:

Proposicao 6. (Principio Geral da Casa dos Pombos). Se distri-
buirmos nk + 1 ou mais pombos em n gaiolas, entdo ao menos uma
das gaiolas contera, no minimo, k£ + 1 pombos.

Vejamos outro exemplo.

Exemplo 6.3. Prove que, em qualquer grupo de vinte pessoas, ha
ao menos trés que nasceram num mesmo dia da semana.

Solugao:

Tome como gaiolas os sete dias da semana e como pombos as
vinte pessoas. A regra para por um pombo em uma gaiola é o dia
em que a pessoa nasceu. Estamos colocando 20 “pombos" (pessoas)
em 7 “gaiolas" (dias da semana). Como 20 = 7-2+ 6, podemos usar
o Principio Geral da Casa dos Pombos para n = 7, kK = 2. Obtemos
que alguma “gaiola" tem que conter pelo menos 3 pessoas. U

Veja agora exemplos de problemas que requerem um pouco mais
de criatividade para resolver.

Exemplo 6.4. Em uma festa ha n pessoas. Mostre que, nessa festa,
podemos achar duas pessoas que conhecem, na festa, uma mesma
quantidade de pessoas. Considere que a relagdo de conhecer alguém
é simétrica.
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Solucao:
Em primeiro lugar, qualquer uma das n pessoas conhece no mi-

nimo 0 e no maximo n — 1 pessoas da festa. Ha dois casos a consi-
derar:

Caso 1: Cada pessoa conhece pelo menos uma outra na festa.
Tome n — 1 salas, numeradas de 1 a n — 1 e coloque na sala i a(s)
pessoa(s) (se houver alguma) que conhece(m) exatamente i outras.
Como temos n — 1 salas e n pessoas, o principio da casa dos pombos
garante que ao menos uma das salas contera, no minimo, 2 pessoas.
Essas duas pessoas conhecem, na festa, a mesma quantidade de
pessoas.

Caso 2: Existe pelo menos uma pessoa que nao conhece nenhuma
outra na festa. Entdo, ninguém conhece todas as outras pessoas na
festa, de modo que podemos numerar n — 1 salas de 0 a n — 2 e
raciocinar como no Caso 1. Novamente, o principio da casa dos
pombos garante que ao menos uma das salas conterd, no minimo,
duas pessoas. Também como antes, essas duas pessoas conhecem,
na festa, a mesma quantidade de pessoas. ]

Exemplo 6.5. Marcamos, aleatoriamente, cinco pontos no interior
de um quadrado de lado 2. Mostre que é sempre possivel acharmos
dois desses pontos tais que a distancia entre eles seja menor ou igual

a V2.

Solugao:
Divida o quadrado em quatro qua-
dradinhos menores como na figura ao
1 lado.

2 Como temos cinco pontos e quatro
quadradinhos, o principio da casa dos
pombos garante que teremos pelo me-
nos dois pontos no mesmo quadradi-

nho. Agora note que a maior distancia entre dois pontos do mesmo

quadradinho nao supera a medida de sua diagonal. Como a diagonal
de um quadrado de lado 1 mede v/2, o resultado segue de imediato.

O
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Agora é sua vez de colocar a mao na massa! Lembre-se sempre
de organizar as informacgées oferecidas pelos problemas.

Problemas Propostos

o | | ¢ | *x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. ® Uma caixa contém bolas de cinco cores: branca, preta, ama-
rela, vermelha e azul. Qual o menor niimero de bolas que pre-
cisam ser retiradas da caixa, sem olhar, de modo que possamos
garantir que duas das bolas retiradas sejam da mesma cor?

2. ® Uma floresta tem um milhdo de pinheiros. Sabe-se que
nenhum pinheiro tem mais de 600.000 espinhos. Mostre que
pelo menos dois dos pinheiros na floresta tém que ter o mesmo
nimero de espinhos.

3. ® Uma prova de concurso possui 10 questdes de multipla es-
colha, com cinco alternativas cada. Qual é o menor nimero
de candidatos para o qual podemos garantir que pelo menos
dois deles deram exatamente as mesmas respostas para todas
as questoes?

4. ® Uma caixa contém 100 bolas de cores distintas. Destas,
30 sdo vermelhas, 30 sdo verdes, 30 sao azuis e entre as 10
restantes, algumas sdo brancas e outras sao pretas. Determine
o menor niumero de bolas que devemos tirar da caixa, sem lhes
ver a cor, para termos a certeza de haver pelo menos 10 bolas
da mesma cor.

5. @ Vinte e cinco engradados de macas foram entregues em uma
loja. As magas sao de trés tipos diferentes, mas todas as macas
em cada engradado sdo do mesmo tipo. Mostre que pelo menos
nove dos engradados contém o mesmo tipo de macas.

6. A Dados doze inteiros, mostre que é possivel escolher dois deles
de modo que sua diferenca seja divisivel por 11.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

O plano é totalmente pintado usando duas cores. Mostre
que podemos encontrar dois pontos de mesma cor que distam
exatamente um metro.

Quinze meninos juntaram 100 nozes. Mostre que dois deles
juntaram o mesmo numero de nozes.

Mostre que existem duas poténcias de dois distintas que
diferem por um multiplo de 2020.

¢ Diversos times de futebol jogam em um torneio onde cada
time tem que jogar com todos os outros exatamente uma vez.
Mostre que, em qualquer instante do torneio, dois times terdao
jogado, até este instante, o mesmo ntmero de jogos.

¢ Cinquenta e um pontos estao espalhados dentro de um qua-
drado com 1 metro de lado. Mostre que algum conjunto con-
tendo trés desses pontos pode ser coberto por um quadrado
com 20 centimetros de lado.

¢ Seja o conjunto A = {1,2,---,19,20}. Qual é a maior
quantidade de ntimeros do conjunto A que podemos escolher
de modo que nenhum deles seja o dobro do outro?

¢ Seja A um conjunto finito e ndo vazio e seja f : A — A uma
fungdo injetora. Mostre que f é sobrejetora.

¢ Dado um conjunto de 10 inteiros positivos, de 2 algarismos
cada, mostre que é sempre possivel obtermos dois subconjun-
tos disjuntos e nao vazios cuja soma dos elementos é a mesma.

¢ Prove que, dados 52 inteiros arbitrarios, é sempre possivel
encontrar dois deles tais que a diferenca de seus quadrados é
divisivel por 100.

¢ Em um reticulado quadrado infinito sdo escolhidos cinco
pontos do reticulado. Mostre que o ponto médio de um dos
segmentos que une dois desses pontos também é um ponto do
reticulado.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

¢ Dezenove flechas sao arremessadas sobre um alvo com for-
mato de um hexdgono regular de lado 1. Mostre que duas
V3

destas flechas estdo a uma distancia de no maximo 452 uma da
outra.

¢ Mostre que todo natural n tem um multiplo cuja represen-
tacdo decimal contém somente os algarismos 0 e 1.

¢ Mostre que de qualquer conjunto de dez inteiros podemos
escolher um subconjunto cuja soma é um multiplo de 10.

¢ Mostre que existe uma poténcia de trés que termina com os
algarismos 001 (em notacao decimal).

¢ Um cubo de lado 1 contém 2019 abelhas. Mostre que existem
1

trés delas dentro de uma esfera de raio .
* (IMO 1985) Seja A um conjunto de 1985 inteiros positivos,
nenhum dos quais tem um divisor primo maior que 26. Mos-
tre que é possivel encontrarmos quatro elementos de A cujo
produto seja uma quarta poténcia.

Dicas para os Problemas Propostos

. Revise o Exemplo 6.2.

. Os pombos sdo os pinheiros. As gaiolas sdo os possiveis nu-

meros de espinhos de um pinheiro.

. De quantas maneiras diferentes é possivel responder esta prova,

marcando todas as dez respostas? Agora aplique o PCP.

. Mostre que para 37 bolas existe um contraexemplo. O que

acontece se retirarmos 38 bolas?

. Tome como gaiolas os 3 tipos de magas e como pombos os 25

engradados.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Os pombos sdo os doze nimeros. As gaiolas sdo os restos da
divisdo por 11.

Imagine um triangulo equilatero de lado igual a um metro.

Suponha, por absurdo, que cada um deles juntou um nimero
diferente de nozes. O que vocé pode concluir?

Os pombos sao 2021 poténcias de dois distintas arbitrarias.
As gaiolas sdo os restos da divisdo por 2020.

Revise o Exemplo 6.4.

Divida o quadrado em 25 quadrados menores com 20 centime-
tros de lado.

Considere os conjuntos A = {1,2,4,8,16}, B = {3,6,12}, C =
{5,10,20}, D = {7,14}, E ={9,18} e F = {11,13,15,17,19}.
Quais elementos de cada conjunto podemos tomar?

Suponha que f nao é sobrejetora. Entao existe y € A tal que
f(x) #y,V z € A. Conclua que f nédo é injetora.

O conjunto tem 2'° — 1 = 1023 subconjuntos nio vazios. Por
outro lado, a soma dos elementos do conjunto é, no maximo,

90 +91 + --- 499 = 945. O que podemos concluir?

Perceba que, quando dividido por 100, um quadrado perfeito
pode ter apenas 51 restos possiveis, pois os nimeros z2 e (100—
r)? tém o mesmo resto.

Considere a paridade das coordenadas dos pontos. Temos qua-
tro possibilidades: (impar, impar); (impar, par); (par, impar);
(par par).

Divida o hexdgono em seis tridngulos equilateros e cada trian-

gulo equilatero em trés quadrilateros tracando a perpendicular
a partir de seu centro a cada um dos lados.
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18.

19.

20.

21.

22.

Os pombos sao os n + 1 ntmeros 1,11,111,--- ;11---1 (este
ultimo com n+1 algarismos 1), enquanto as casas sao 0s restos
da divisdo de um inteiro por n (os nimeros 0,1,--- ,n — 1).

Se a1, a9, - ,a1g sdo os dez inteiros, considere as somas S; =
a1, So = a1 +ag, -+, S0 = a1 +az + - + ajg. Se uma
dessas somas for multiplo de 10, encontramos a solucdo. Caso
contrario, tome os dez inteiros como pombos e os restos da
divisdo por 10 (distintos de zero) como gaiolas.

Mostre que existem duas poténcias de trés 3™ e 3" (onde m >
n) tal que 3™ — 3™ é divisivel por 1000, e conclua que 1000
divide 3™~ "™ — 1.

1

Divida o cubo em 1000 cubos menores de lado 15. Qual é o

raio da esfera circunscrita em um destes cubos menores?

Se x € A, entdo x = 29 . 3% . 593 . 794 . 119 . 1349 . 1797 .
1998 .23% onde a1, a9, - ,ag sdo inteiros ndo negativos. Note
que existem 2° = 512 enuplas (a1,--- ,ag) distintas médulo
2. Como 1985 > 512, o PCP garante que podemos escolher
x1,y1 € A tais que ajz; = aiy, (mod 2), para 1 <i <9, o que
implica que z1 - y1 = 2? para algum z; natural.
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Grafos

Antes de comecarmos a teoria, vamos ver como podemos resolver
o seguinte problema:

Exemplo 7.1. Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ernaldo
sdo estudantes de distintas partes do Brasil que foram escolhidos
para representar o seu pais nas olimpiadas internacionais. Depois
de varias semanas de treino, algumas amizades foram formadas. Per-
guntamos, entdo, a cada um deles quantos amigos tinham feito no
grupo. Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo e Dernaldo responderam, res-
pectivamente, que tinham feito 1, 2, 3 e 4 amigos dentro do grupo.
Quantos dos integrantes do grupo sao amigos de Ernaldo?

Solugao: Vamos representar os estudantes pelas letras A, B,C, D
e E, respectivamente (veja a figura a esquerda).

A A A

Ee Y5 E B E B

D C D C D C
Agora vamos ligar os estudantes que sdo amigos. Como Dernaldo

possui 4 amigos, entdo devemos ligar o ponto D a todos os outros
pontos (veja a figura do meio). Note que Arnaldo possui apenas 1

71
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amigo, que é o Dernaldo, e assim nao podemos ligar mais nenhum
outro ponto ao ponto A. Agora, Cernaldo possui 3 amigos, portanto,
devemos ligar o ponto C' a outros trés pontos. Porém, ndo podemos
ligar o ponto C' ao ponto A, o que implica que devemos ligar o ponto
C aos pontos B, D e E (veja a figura a direita). Observamos agora
que Bernaldo possui apenas 2 amigos, que ji estdo representados
na figura obtida, entdo nao precisamos ligar mais nenhum ponto
ao ponto B. Por fim, veja que ndo podemos ligar o ponto F a
mais nenhum outro ponto, pois isto iria contradizer as informacoes
dadas no problema, logo esta é a configuragdo final que descreve
todas as amizades entre os estudantes. Assim, hi exatamente dois
integrantes do grupo que sdo amigos de Ernaldo, o Cernaldo e o
Dernaldo.

Defini¢ao 5. Um grafo simples é um par G = (V, A), onde V =
{v1,...,v,} é um conjunto finito e nao vazioe A C {{v;,v;} : v;,v; €
V com i # j}. Os elementos de V' sdo os vértices do grafo G e os
elementos de A sdo as arestas de G.

Se G = (V, A) é um grafo e u e v sdo dois de seus vértices, dire-
mos que u e v sao adjacentes se {u,v} € A. Ou seja, se hd uma
aresta ligando u e v.

E conveniente representar um grafo por um diagrama, onde os
vértices correspondem a pontos no plano e as arestas correspondem
a linhas que ligam os seus respectivos vértices.

Exemplo 7.2. Considere G = (V, A), onde V = {a,b,c,d} e A =
{{a,b},{a,c},{a,d},{b,c}}. Veja abaixo algumas representagoes do
grafo G:
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Defini¢do 6. Dado um grafo G = (V,A) e v € V, o grau de v,
denotado por g(v), é o nimero de arestas adjacentes a v.

Teorema 7.1. Em um grafo G = (V,A) a soma dos graus dos
vértices € igual ao dobro do niimero de arestas. Em simbolos:

> g(v) =2/A|.

veV

Demonstragao. Em cada vértice v temos g(v) arestas ligadas a v.
Note que se somarmos os graus dos vértices, obtemos o niimero de
arestas multiplicado por dois, pois contamos cada aresta duas vezes
(se uma aresta liga os vértices u e v, ao somarmos g(u) com g(v), a
aresta é contada duas vezes, uma vez em g(u) e outra em g(v)). W

’ Problemas recomendados: 1, 3 e 6. ‘

Sugerimos que antes de prosseguir a leitura do texto, tente re-
solver os problemas recomendados acima.

Pronto? Entao vamos 14!

Defini¢ao 7. Um passeio em um grafo G é uma sequéncia P =
(uy,ug,...,ux) de vértices (ndo necessariamente distintos) de G, tal
que u; é adjacente a u;y; para 1 <¢ <k — 1. Um passeio P como
acima é fechado se u; = uy.
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Exemplo 7.3. Observe o grafo representado abaixo.

Vo Vg

A sequéncia de vértices P = (vg, v1,v2, V4, U3, V2, v5) define um
passeio. Por outro lado, a sequéncia de vértices Q = (v, v1, v2, Vg, Us)
nao define um passeio, pois os vértices vo e vg nao sdo adjacentes.

Definicao 8. Um grafo é trivial se ndo possui arestas. Logo um
grafo ndo trivial possui pelo menos uma aresta.

Definicdo 9. Um grafo é conexo se existir um passeio entre dois
quaisquer de seus vértices.

Defini¢dao 10. Um passeio Euleriano em um grafo conexo é um
passeio fechado que usa cada aresta do grafo exatamente uma vez.
Um grafo conexo é Euleriano se contiver um passeio Euleriano.

Teorema 7.2. Um grafo conexo e nao trivial é Euleriano se, e s
se, todos os seus vértices tém grau par.

Exemplo 7.4 (Pontes de Koénigsberg). O teorema anterior, pro-
vado por Euler em 1735, marca o nascimento da Teoria dos Grafos.
Naquela época, a cidade de Konigsberg era cortada por um rio, que
dava origem a algumas ilhas. Assim, para facilitar o descolamento
pela cidade, haviam algumas pontes ligando estas ilhas. Aconteceu
que as pessoas comegaram a se perguntar se seria possivel sair de
algum lugar da cidade, passar por cada ponte uma tnica vez e voltar
para o lugar inicial.
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Euler modelou este problema representando cada ilha e margem
por um vértice, e cada ponte por uma aresta. Assim, ele obteve o
seguinte grafo:

Note que este grafo possui apenas vértices de grau impar. Pelo
teorema acima segue que o grafo ndo é FKuleriano, e logo nao é pos-
sivel passar por cada ponte uma unica vez e voltar para o ponto de
partida.!

Definigao 11. Um passeio semi-Euleriano em um grafo conexo
G é um passeio que comeca e termina em vértices distintos de G e
atravessa cada aresta de G uma unica vez.

Teorema 7.3. Um grafo conexo (G possui um passeio semi-
Euleriano se, e s6 se, G possui exatamente dois vértices de grau
impar.

Exemplo 7.5. Veja que o grafo abaixo possui exatamente dois vér-
tices de graus impares. Logo possui um passeio semi-Euleriano, pelo
teorema acima. Ou seja, podemos desenhar este grafo sem tirar o
lapis do papel! Veja abaixo como podemos fazer isso.

Veja que neste exemplo utilizamos um grafo com mais de uma aresta ligando
dois vértices. A principio esta configuracdo nao faz parte da nossa defini¢do de
grafo, mas néo se preocupe, o Teorema 7.2 continua valendo para grafos deste
tipo.
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Exemplo 7.6. Um grafo conexo pode ser desenhado sem levantar
o lapis do papel, de modo que cada aresta é desenhada exatamente
uma vez se, e s6 se, possui no maximo dois vértices de grau impar.

Defini¢cdo 12. Um ciclo em um grafo G é um passeio fechado
(uy,ug,...,ux,u1) em G tal que os vértices uj, ug, ..., u; sdo todos
distintos. Um grafo com apenas um ciclo é chamado de grafo ciclo
ou grafo circular.

Definicdo 13. Um ciclo Hamiltoniano em um grafo ¢ um ci-
clo que passa por todos os vértices do grafo. Um grafo conexo é
Hamiltoniano se contiver um ciclo Hamiltoniano.

Teorema 7.4. Se G = (V, A) é um grafo com |V| > 3 e tal que

(G) > “2/‘, entdo G é Hamiltoniano.

No teorema acima, 6(G) é o grau minimo de G e é definido
por 0(G) = min{g(v) : v € V}.

’ Problemas recomendados: 10 e 11.

Agora é sua vez de colocar a mao na massa! Lembre-se sempre
de organizar as informacgoes oferecidas pelos problemas.

Problemas Propostos
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o | | ¢ |
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. @ Figurativo é um pais com nove cidades de nomes
1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Um viajante descobre que existe voo direto de uma cidade a
outra se, e somente se, o nimero de dois algarismos formado
pelos nomes das cidades é divisivel por 3. O viajante pode ir
da Cidade 1 para a Cidade 97

2. ® Um determinado reinado tem 100 cidades e saem quatro
estradas de cada uma delas. Quantas estradas existem ao
todo neste reinado?

3. A Prove que em um grafo qualquer, o niimero de vértices de
grau impar é par.

4. A Prove que em uma festa, o nimero de pessoas que cumpri-
mentaram um nimero impar de pessoas é par.

5. A Uma turma tem 30 alunos. E possivel que nove deles tenham
3 amigos cada (na turma), onze tenham 4 amigos e dez tenham
5 amigos?

6. A Prove que em um grafo com pelo menos dois vértices, exis-
tem dois vértices com o mesmo grau.

7. A Prove que em uma festa com pelo menos duas pessoas, exis-
tem duas pessoas que apertaram o mesmo nimero de maos.

8. ¢ Cada um dos 102 estudantes é amigo de pelo menos 68
outros alunos. Prove que existem quatro estudantes com o
mesmo nimero de amigos.

9. ¢ Prove que é impossivel dispor os ntmeros 1,2,3,...,13 ao
redor de um circulo de modo tal que, para dois niimeros vizi-
nhos quaisquer z e y, tenhamos 3 < |z — y| < 5.
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10.

11.

12

13

14.

15.

16.

17.

18.

Cem circunferéncias formam uma figura conexa no plano.
Prove que esta figura pode ser desenhada sem se tirar o lapis do
papel ou desenhar qualquer parte de qualquer um dos circulos
mais de uma vez.

E possivel desenhar um tabuleiro 2018 x 2018 sem passar
por uma linha mais de uma vez, e sem retirar o lapis do papel?

¢ E possivel desenhar 9 segmentos de reta no plano de tal
forma que cada um intersecta exatamente 3 outros?

¢ Cinquenta cientistas estdo participando de uma conferén-
cia e cada um deles conhece pelo menos 25 dos outros (se A
conhece B entdo B conhece A). Prove que:

(a) Existem quatro deles que podem se sentar a uma mesa
redonda tendo, cada um deles, dois conhecidos como vi-
zinhos.

(b) Os cinquenta cientistas podem se sentar a uma mesa re-
donda de modo que cada um deles tenha dois conhecidos
como vizinhos.

¢ Seja G um grafo hamiltoniano que nao é um ciclo. Mostre
que G tem pelo menos dois vértices de grau maior ou igual a
3.

¢ Seja GG um grafo euleriano. Mostre que se removermos uma
aresta de GG, entdao GG ainda serd conexo.

¢ O pais dos Sete tem 15 cidades, cada uma delas ligadas
a pelo menos 7 outras. Prove que é possivel ir de qualquer
cidade para qualquer outra, possivelmente passando por algu-
mas cidades no meio do caminho.

¢ Prove que um grafo com n vértices, todos com grau pelo

menos ”771, é conexo.

* (IMO 1990) Seja n > 3 e considere um conjunto E de 2n—1
pontos distintos em um circulo. Suponha que exatamente k
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destes pontos estdao pintados de preto. Tal coloragao é dita
boa se existe pelo menos um par de pontos pretos tais que
o interior de um dos arcos entre eles contém exatamente n
pontos do conjunto E. Determine o menor valor de k de forma
que toda coloracao de k pontos de E seja boa.
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Aula 8

Invariantes

Informalmente, um invariante é uma quantidade que permanece
constante durante a execucdo de um dado algoritmo. Em outras
palavras, nenhuma das operagoes permitidas alteram o valor do in-
variante. Identificar um invariante tem grande utilidade na analise
do resultado final de um dado algoritmo. Vamos observar um exem-
plo.

Exemplo 8.1. Dentro de uma caixa ha 1995 bolas pretas e 2000
bolas brancas, e fora dela ha 5000 bolas brancas. Retiramos da
caixa 2 bolas. Se elas forem da mesma cor entdo retornamos uma
bola branca. Se elas forem de cores diferentes retornamos uma bola
preta. Repete-se o processo até que reste uma tnica bola na caixa.
Qual pode ser a sua cor?

Solucao:

Note que se as duas bolas retiradas sdo brancas ou sdo de cores
distintas, entao o nimero de bolas pretas nao se altera. Se as duas
bolas retiradas sdo pretas, entdo o total de bolas pretas é reduzido
em duas unidades. Entao a paridade do niimero de bolas pretas é
sempre impar, ou seja, é invariante. Portanto nao é possivel que
acabem todas as bolas pretas da caixa e concluimos que a bola
restante ao final do processo é preta. O

Vamos ver mais alguns exemplos.

81
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Exemplo 8.2. Dois cantos opostos sdo removidos de um tabuleiro
de xadrez. E possivel preencher o tabuleiro restante com dominés?
Solugao:

Suponha que os cantos removidos sdo ambos quadrados bran-
cos. A cada peca de domindé que colocamos no campo, estamos
removendo um quadro branco e um quadrado preto. Entdo S =
(quadrados pretos) — (quadrados brancos) é invariante. Original-
mente ha 32 quadrados pretos e 30 quadrados brancos, o que im-
plica que S = 2 em qualquer estado. O tabuleiro vazio tem S = 0, o
que quer dizer que é impossivel preencher o tabuleiro restante com
dominés. O

Exemplo 8.3. O principe Ivan tem duas espadas magicas. Uma
delas pode cortar 21 cabecas de um dragao perverso. A outra espada
pode cortar 4 cabecgas, mas depois disso crescem mais 1985 cabegas
novas no dragao. O principe Ivan pode cortar todas as cabecas, se
originalmente o dragao tinha 100 cabecgas?

Solugao:

Se Ivan utiliza a primeira espada magica, o dragdo perde 21
cabecas. Se Ivan utiliza a segunda espada magica, o dragdo perde
1981 cabecgas, pois 1985 — 4 = 1981. Podemos entdo utilizar como
invariante o resto do niimero de cabecgas do Dragao quando dividido
por 7. O uso de qualquer uma das espadas ndo muda esse resto, pois
21 e 1981 sao divisiveis por 7. Como 100 e 0 ndo sdo congruentes
modulo 7, entdao o principe Ivan ndo pode cortar todas as cabegas
deste dragao. O

Exemplo 8.4. (OPRM 2019) O ntimero 6219 est4 escrito em um
quadro negro. Calculamos a soma de seus algarismos, depois a soma
dos algarismos do resultado e assim por diante, até obtermos um
Unico algarismo. Qual é esse algarismo?

Solucgao:

Como os restos da divisdo por 9 de um ntimero natural e da soma
de seus algarismos sdo iguais, o resto de 62°™ tem que ser igual ao
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resto do resultado final z. Temos:
62019 = 92019 32019 _ 92019 32017 32 _ 92019 32017 g — ) (1od 9).
Como x = 0 (mod 9) e z é um algarismo, entdo x = 0 ou = = 9.

Como estamos sempre somando algarismos positivos, a soma nunca
sera nula e, por isso, x = 9. ]

’ Problemas recomendados: 1, 2, 3, 4.

Agora é sua vez de colocar a mao na massa! Lembre-se sempre
de organizar as informacgées oferecidas pelos problemas.

Problemas Propostos

L | ¢ | *
Facil | Médio | Dificil | Desafio

1. @ Bruna escreve os nameros 1, 2, 3, 4, 5 e 6 na lousa. Eduardo
apaga dois desses nimeros e escreve a soma deles na lousa.
Eduardo continua fazendo isso até sobrar apenas um nimero
na lousa. Quais sdo os valores possiveis para esse nimero?

2. A Osnameros de 1 a 10 estao escritos em uma linha. E possivel
colocar sinais de 4+ e — entre eles de forma que a soma dé zero?

3. ¢ Em cada um dos 10 degraus de uma escada existe uma
ra. Cada ra pode, de um pulo, colocar-se em outro degrau,
mas quando uma ra faz isso, a0 mesmo tempo, uma outra ra
pulard a mesma quantidade de degraus no sentido contrario:
uma sobe e outra desce. Conseguirao as ras colocar-se todas
juntas num mesmo degrau?

4. ¢ Um dragao possui 100 cabecas. Um cavaleiro pode cortar
15, 17, 20 ou 5 cabegas com um golpe de sua espada. Em cada
um dos casos, 24, 2, 14 ou 17 cabegas crescem novamente, res-
pectivamente. Se todas cabecas sdo cortadas, o dragdo morre.
E possivel que o dragdo morra?
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D.

10.

¢ Considere uma barra de chocolate 3 x 4 que tem um amen-
doim apenas num pedago, em um dos cantos. Elias e Fabio
querem repartir o chocolate, mas nenhum deles gosta de amen-
doim. Entao combinam dividir o chocolate quebrando-o ao
longo das linhas verticais ou horizontais da barra, um depois
do outro e retirando o pedago escolhido, até que alguém tenha
que ficar com o pedaco do amendoim. Por sorteio, coube a
Elias comecar a divisdo, sendo proibido ficar com mais da me-
tade do chocolate logo no comeco. Qual deve ser a primeira
divisao de Elias para garantir que Fabio fique com o amendoim
ao final?

¢ Alice e Marcos possuem uma barra de chocolate no formato
10 x 10. Em cada turno, um jogador pode comer uma barra
de chocolate inteira ou dividir qualquer barra de chocolate em
duas barras menores, respeitando a divisdo de cada bloco. O
jogador que fizer o dltimo movimento perde. Sabendo que
Alice comeca jogando, quem ganha esse jogo?

¢ Seja n um inteiro positivo impar. Em um quadro estao
escritos os numeros de 1 a 2n. Escolhemos entdo dois nimeros
a e b, apagamo-os, e escrevemos |a —b| em seu lugar, repetindo
o processo até que haja somente um ntimero no quadro. Prove
que este nimero é impar.

¢ Sete copos estdo em uma mesa, todos de cabeca para baixo.
E permitido virar quaisquer 4 deles em um movimento. E pos-
sivel chegar a uma situacao onde todos os copos estao virados
para cima?

¢ Um circulo estd dividido em seis setores e os seis nimeros 1,
0, 1, 0, 0, 0 estao escritos no sentido horario, um em cada setor.
E permitido somar 1 aos niimeros em dois setores adjacentes.
E possivel tornar todos os niimeros iguais?

¢ Os numeros 1,2,3,--- ,n estdo escritos em uma linha. E
permitido transpor dois niimeros vizinhos quaisquer. Se sao
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11.

12.

executadas 1989 dessas operagoes, é possivel que a ordem final
dos ntimeros coincida com a original?

¢ Prove que um tabuleiro 102 x 102 nao pode ser coberto, sem
sobreposi¢oes, por poliminds 1 x 4.

* (IMO 2011) Seja S um conjunto finito de dois ou mais
pontos do plano. Em S ndo ha trés pontos colineares. Um
moinho de vento é um processo que comega com uma reta £
que passa por um unico ponto P € §. Roda-se ¢ no sentido
dos ponteiros do relégio ao redor do pivot P até que a reta
encontre pela primeira vez um outro ponto de S, que deno-
taremos por ). Com () como novo pivot, a reta continua a
rodar no sentido dos ponteiros do relégio até encontrar outro
ponto de S. Este processo continua sem parar, sendo sempre o
pivot algum ponto de S. Demonstre que se pode escolher um
ponto P € § e uma reta £ que passa por P tais que o moinho
de vento resultante usa cada ponto de & como pivot infinitas
vezes.
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