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Apresentacao

Prezado Estudante,

E com grande satisfacdo que apresentamos a terceira edicdo do
material de treinamento do POTI/TOPMAT - Programa de Forma-
¢do em Matemédtica Olimpica da Universidade Federal do Parana
(UFPR).

O POTI/TOPMAT, que conta com o apoio do Instituto Nacional
de Matemética Pura e Aplicada (IMPA), do Departamento de Mate-
mética da UFPR (DMAT/UFPR) e da Pré-Reitoria de Graduagao
da UFPR (PROGRAD/UFPR), envolvendo docentes do DMAT e
alunos de graduacao e pds-graduacdo da UFPR, é um projeto que
visa fornecer embasamento tedrico e pratico para os estudantes de
Ensino Fundamental e Médio que desejam se aprofundar nos inte-
ressantes temas abordados nas olimpiadas matemaéticas nacionais.
Este projeto constitui-se em uma experiéncia tinica para todos os
envolvidos e também oportuniza a aproximacao e interlocucao da
Universidade com a Educagao Bésica.

A iniciativa do projeto POTI, capitaneada pelo IMPA em todo o
territério nacional, teve seu inicio na UFPR em 2016 e, desde entao,
nosso polo, sediado no campus Centro Politécnico da UFPR, em
Curitiba, tem crescido bastante e impactado positivamente todos os
envolvidos. Em particular, envolve de forma intensa os estudantes
de graduacao da UFPR, especialmente do Curso de Matematica, que
atuam como professores e monitores das disciplinas do programa.

O programa TOPMAT iniciou em 2019, com o intuito de pro-



duzir material de formacdo adequado para treinamento em mate-
matica olimpica. A principio, o material inicial foi produzido para
formacao de professores e posteriormente passamos ao trabalho de
redacido do material de formagao para os alunos. Este material foi
sendo aperfeicoado ao longo do tempo, a partir da experiéncia di-
datica dos estudantes, e o resultado é o que temos hoje em maos.
Em resumo, o presente material foi desenvolvido pelos professores
atuantes no programa e servird como base para todas as atividades
desenvolvidas durante o treinamento.

Por fim, gostaria de agradecer de forma expressiva aos estudantes
de graduacao da UFPR envolvidos neste projeto pelo afinco e esmero
na realizagdo deste arduo trabalho. Sem a participacao de cada um
deles, este projeto nao seria possivel.

Bons estudos!

Prof. Dr. José Carlos Eidam
Coordenador do POTI/TOPMAT - 2024
Departamento de Matemdtica - UFPR
Janeiro de 2024
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Introducao

Este livro apresenta um modo especial de se fazer Matematica.
O contetdo é basicamente o mesmo que vocé vé na escola, mas em
uma abordagem mais aprofundada e, por vezes, acompanhada de
algum formalismo que provavelmente serda uma novidade para voceé.
No entanto, o principal propésito ndo é expor contetidos, mas de
conduzi-lo num treinamento em Matemdtica Olimpica.

Mas... Em que consiste essa tal Matemética?

Do ponto de vista do contetido, tudo o que vocé precisa para re-
solver problemas de olimpiadas de Matemaética estd disponivel nos
livros didaticos escolares ou, mais raramente, em livros mais avan-
cados. Todavia, saber todos esses contetdos, com suas férmulas,
teoremas e proposigoes, nao garante de forma alguma o sucesso na
resolucao dos problemas. Mesmo os seus professores na escola e tam-
bém nés, graduandos em Matematica e de outros cursos de Exatas,
frequentemente ficamos travados diante de uma questao de olim-
piada, sem que todo o nosso conhecimento matematico possa nos
prestar qualquer auxilio. Ou seja, estar bem informado nunca é o
suficiente por aqui.

De modo geral, para se preparar para o enfrentamento de pro-
blemas matematicos, nada melhor que... enfrentar problemas mate-
mdaticos!

O que torna a matemética olimpica especial ndo é um conjunto
de conhecimentos, mas o modo de lidar com eles, forcando o estu-
dante a relacionar conteidos entre si, mudar um ponto de vista que
lhe era muito familiar e buscar estratégias de resolugdo. Problemas



olimpicos lhe arrancam daquele comodismo do tipo “eu ja sei, ja
estudei isso”. Aqui, vocé ja sabe tudo o que precisa saber, mas nao
saira do lugar se nao se arriscar em caminhos de raciocinio nao ha-
bituais. E essa descricdo nao estd aqui para desestimuld-lo. Pelo
contrario, queremos mostrar que problemas olimpicos sdo instigan-
tes justamente porque sdo dificeis e inesperados. Afinal de contas,
resolver problemas olimpicos é como um jogo — e vocé sabe como
jogos podem ser desafiadores, ndo é mesmo?

E por conta desse espirito de Matematica Olimpica que opta-
mos por incluir no material muitos problemas — retirados de di-
versas olimpiadas e livros ou elaborados por nés mesmos. Este é
essencialmente um livro de treinamento e enfrentamento de proble-
mas matemdticos, ndo de exposicio de contetidos. Os conteiidos
(tanto aqueles que vocé ja tem na escola quanto alguns novos que
lhe apresentaremos) s6 serdao introduzidos na medida em que forem
necessarios para resolver as questoes. Nés o ajudaremos com exem-
plos, modelos de estratégias de resolugdo, dicas de organizagdo do
raciocinio, entre outras coisas. Porém, o mais importante é que
vocé — por conta prépria — faga muitos exercicios, mesmo aqueles
que estao resolvidos. E lembre-se sempre do ditado: a pratica leva
a perfeicao.

Equipe POTI/TOPMAT
Nivel 1
2024
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Aula 1

Fundamentos da
Geometria

Vamos conhecer um
pouquinho da histéria de
como surgiu a Geometria .
antes de entrarmos nos
seus conceitos. Muitas
areas da Matematica sur-
giram da necessidade que
povos antigos sentiam ao
se depararem com proble-
mas que ainda nao sabiam
solucionar. Se voltarmos um pouco na histéria, mais especifica-
mente para o século III a.C., descobriremos que os primeiros concei-
tos de geometria, e a prépria nomenclatura, surgiram no Egito. Esse
ramo da Matematica comegou a ser explorado por esse povo com o
objetivo de aperfeicoar seus métodos de agricultura. Por isso, se
procurarmos a origem da palavra geometria descobriremos que ela
significa “medir a terra” (geo = terra, metria = medida).

Depois dessa breve histéria, precisamos definir algumas pala-
vras que aparecem com frequéncia na Matemdatica. Vocé ja ouviu

11



12 POTI/TOPMAT

falar em axiomas/postulados e teoremas? Os postulados sao
ideias que ndo possuem prova ou demonstragdo, mas que sdo aceitas
como verdadeiras, pois se fazem necesséarias para outras construcoes
matemadticas. J4 os teoremas sdo ideias que podemos provar (ou
demonstrar) a partir de célculos e até mesmo de postulados. A 1l-
tima palavra que devemos definir é notagao, que é a maneira com
que iremos expressar conceitos matematicos de forma breve.

Os Objetos Geométricos serdao nossas “ferramentas” para en-
tendermos conteidos futuros. Alguns deles sdo chamados de con-
ceitos geométricos primitivos e, assim como os postulados, nao pos-
suem definicdo. Exemplos de objetos geométricos primitivos sao os
pontos, as retas e os planos, como vamos estudar a seguir.

1.1 Conceitos Geométricos Primitivos

1.1.1 Ponto

Ponto é o tnico objeto geométrico que nao possui tamanho. Po-
demos utilizé-lo para indicar a posicido de algo. A sua representacio
mais comum é por uma bolinha com sua respectiva notacgao.

Notagao 1.1. Sempre vamos denotar um ponto por uma letra
maitscula do alfabeto.

Exemplo de Notagao:
A figura a seguir mostra quatro pontos distintos: P, O, T e I.

T
(]

P
[ ]

Vocé ja ouvi falar em pontos colineares? Iremos aprender o seu
conceito logo apds a préoxima explicagao.

1.1.2 Reta

Reta é uma linha, com infinitos pontos, que se estende infini-
tamente sem sofrer desvios. Toda reta possui uma diregao e dois
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sentidos opostos. A sua forma de representacao é uma linha sem
desvios e com seta nas pontas.

Direcgao: ¢ a posicao que a reta se encontra, podendo ser verti-
cal, inclinada ou horizontal.

Sentido: é para onde a reta se estende, sendo indicado pelas
setas nas pontas da reta.

Notagao 1.2. Se a reta passa por dois pontos conhecidos utilizare-
mos seus respectivos nomes com uma flecha de ponta dupla. Caso a
reta nao passe por nenhum ponto conhecido utilizaremos uma letra
minuscula do alfabeto.

Exemplos de Notagao:
e Se a reta passa pelos pontos P e O, poderemos chamé-la de

«—>

PO. Se a mesma reta passa pelos ponto T e I, poderemos
<>

chama-la também de T'T;

e Sem pontos conhecidos, utilizamos letras mindsculas do alfa-
beto: r, s, ¢, ...
Na figura a seguir temos uma reta, cujo nome é r, e como ela
>

passa pelos pontos P e O, entdao r = PO. Em que sua direcio é
horizontal e os sentidos sdo esquerda e direita.

O r

[=]

Agora que ja sabemos o que sdo pontos e retas, podemos apren-
der um novo conceito: os pontos colineares. Eles sdo pontos que
pertencem a uma mesma reta, como na figura a seguir.

A B C >
— o O i

Reta Numérica

A reta numérica é uma reta onde os nimeros sdo marcados e
organizados. Isso é feito para que nenhum ntmero seja usado duas
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vezes ou que nenhum ponto da reta represente dois niimeros. Ob-
serve um exemplo na imagem a seguir.

1.1.3 Plano

Plano é uma superficie lisa que possui infinitas retas e se estende
infinitamente sem haver distorgoes.

Notacgao 1.3. Vamos denotar por letra mintscula grega = (pronuncia-
se “pi”) .

>
A imagem a seguir mostra um ponto A e uma reta BC' num
plano 7 , representado por um retangulo.

E importante destacar que o plano néo é retangular, a reta ndo
é uma linha e o ponto nao é uma bolinha. Apesar de utilizarmos
essas representacoes e palavras, elas servem apenas para deixar tudo
um pouco menos abstrato.

Entendendo isso, podemos apresentar os objetos que possuem
defini¢do, como: semirreta, segmento e ponto médio.
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1.2 Objetos Geométricos com Definicao

1.2.1 Semirreta

Definig¢ao 1.1. Dados dois pontos distintos, A e B, pertencentes a
uma reta r. A semirreta serd uma parte da reta que tem origem em
A, passa por B e segue ao infinito.

Notagao 1.4. Se a semirreta comeca em A e passa por B, chama-
—
remos a semirreta de AB.
A semirreta é uma porg¢ao parcialmente limitada de uma reta,
pois possui comego, mas nao fim. Vamos analisar as imagens abaixo

para entender melhor a sua definicdo. Inicialmente, vemos a repre-
sentacao da reta r:

Por sua vez, a semirreta que comeca em A e passa por B sera:

A B
[ 4 L4

E a semirreta que comeca em B e passa por A sera:

A B
L L ]

Notemos que, apesar das semirretas possuirem mesma direcao
— —
(horizontal), o sentido de AB é para direita, enquanto que de BA é

. ~ —_— —_—
para esquerda. Como os sentidos s&o opostos, temos que AB # BA.

1.2.2 Segmento

Definigao 1.2. Um segmento é o menor caminho que liga dois pon-
tos distintos.
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Vocé sabia que todo segmento pertence a uma reta? A reta é
uma linha infinita, que ndo possui comec¢o e nem fim e, consequente-
mente, nao possui tamanho. Por isso, quando queremos nos referir
a um pedacgo da reta com tamanho especifico, estaremos falando de
segmentos. Um segmento é um pedaco limitado da reta, que possui
comego e fim, ou seja, apresenta comprimento mensuravel. Para
definirmos essa medida, utilizamos um valor acompanhado de uma
unidade de medida (u.m.).

Notagao 1.5. Se o segmento possui A e B como extremidades, o
chamaremos de segmento AB. Com tudo, segmentos ndo possuem
sentido, apenas direcdo, entdo também podemos chamé-lo de BA.
Ao se tratar da medida do segmento AB, utilizaremos apenas AB
ou uma letra miniscula do alfabeto.

Observe a figura a seguir.

Note que os segmentos AB e DC possuem mesma medida, assim
como os segmentos K F e GH, mas, em ambos 0s casos, os segmentos
sao distintos. Isso significa que:

AB = DC, mas AB # DC

EF = GH, mas EF + GH

1.2.3 Ponto Médio

Defini¢ao 1.3. Dado M um ponto pertencente ao segmento AB.
M sera ponto médio se dividir AB em duas partes iguais.
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Por exemplo, dado AB = 4 ¢m e um ponto M pertencente a ele,
como mostra a imagem a seguir.

M

Os dois tracinhos pequenos em AM e em M B indicam que o
tamanho dos segmentos ¢ o mesmo. Portanto, M serd ponto médio
de AB, se AM = MB =2 cm. Segue disso que:

* AM+MB=AB x AM = MB

E importante destacar que as duas condi¢bes anteriores devem
ser atendidas simultaneamente.

1.3 Angulo

Definicdo 1.4. Angulo é a regidao interna formada pela unido de
duas semirretas distintas com mesma origem.

—_— —
Notagao 1.6. Se as semirretas distintas sio BA e BC, denotaremos
o angulo entre elas por £ABC, ou ABC, ou ainda B. Podemos
também nomea-lo com uma letra grega.

Para medirmos os dngulos utilizaremos valores numéricos mai-
ores ou iguais a zero e a unidade de medida “graus”. Um angulo
de quarenta e cinco graus, por exemplo, serd escrito como 45°. Em
relagdo a sua nomenclatura, utilizaremos letras gregas, veja a tabela
com algumas delas:

Simbolo | Nome || Simbolo | Nome
Q@ Alfa 15} Beta

5 Gama 0 Delta
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A unido das semirretas que formam o angulo, é chamada de
vértice do dngulo. A seguir temos um angulo « formado pela unido

. > —> , .
das semirretas BA e BC no vértice B:

Também podemos formar angulos a partir de segmentos e retas,
basta existir um ponto em comum entre essas linhas para formarmos
um vértice. A figura abaixo apresenta as nomenclaturas dadas a
angulos de acordo com o seu valor.

Nome do angulo | Valor do angulo
Agudo Menor que 90°
Reto Igual a 90°
Obtuso Maior que 90°
Raso Igual a 180°

Como observamos, a uniao de semirretas com mesma origem
nos proporciona o conhecimento de adngulos e suas medidas. Por
esse e outros motivos, o estudo das posigoes relativas entre retas,
semirretas e segmentos é muito importante. Quando manipulamos
esses objetos de modo conveniente, nos deparamos com conceitos
muito importantes para a geometria. Por isso, estudaremos, agora,
a posicao relativa entre essas linhas.

1.4 Posicao Relativa entre Linhas

1.4.1 Caso de Paralelismo

Definigao 1.5. Duas retas sdo ditas paralelas se elas nunca se en-
contram. Em outras palavras, se ndo possuem nenhum ponto em
comum.

Notagao 1.7. Se r e s sdao paralelas, entao r||s.
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Essa definicao se aplica apenas para as retas, pois podemos ter
segmentos que nao se encontram mesmo nao sendo paralelos. Entao
para falarmos que dois segmentos sao paralelos, eles devem pertencer
a retas que sao paralelas. Para entender melhor essa ideia, considere
0s segmentos AB e CD:

Vamos tracar as retas r e s que passam pelos segmentos. Para
melhorar a visualizacdo as retas ficardo tracejadas:

Note que as retas se tocaram no ponto P, portanto as retas nao
sdo paralelas e, consequentemente, os segmentos AB e CD néao sao
paralelos.

Alterando a posicao dos segmentos, teremos uma nova estrutura:

Neste caso as retas sdo paralelas pois nao se tocam e, portanto,
0s segmentos sao paralelos.
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1.4.2 Caso de Concorréncia

Definigao 1.6. Duas retas sdo ditas concorrentes se elas se encon-
tram em apenas um ponto. Em outras palavras, possuem apenas
um ponto em comuin.

Notagao 1.8. Se r e s sdo concorrentes, entdo r x s.

Na figura a seguir temos um exemplo de retas concorrentes.

w

J
;

Note que o ponto P é o tnico ponto em que as duas retas vao
se interceptar (encontrar). Por isso, recebe o nome de ponto de
interseccao.

O préximo tépico é um caso especial, por dois motivos. Primeiro,
porque ele se enquadra no caso de retas concorrentes e, em segundo
lugar, porque todos os angulos formados sdo iguais.

1.4.3 Caso de Perpendicularismo

Definicao 1.7. Duas linhas sdo ditas perpendiculares se formarem
um angulo reto entre elas.

Notacgao 1.9. Se r e s sao perpendiculares, entdao r L s.

Nas figuras a seguir o angulo reto (90°) estd representado por
um quadradinho.
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Da esquerda para direita, temos r perpendicular a s, AB per-
pendicular a A_()Z', e ED perpendicular & EF.

Dica: quando duas retas, semirretas ou segmentos sdo perpen-
diculares, elas formam a letra L.

Note que no caso das retas perpendiculares todos os angulos
formados serdo iguais a 90°.

Exercicios de Fixacao

1. Considerando as afirmacoes a seguir, identifique quais sdo ver-
dadeiras e corrija as alternativas falsas:

(a) Ponto médio ndo significa estar exatamente na metade
de um segmento.

(b) Um ponto nao possui tamanho.

(c) Angulo agudo é aquele cujo seu valor é maior que 90°.

(d) Duas retas sdo ditas perpendiculares quando nao pos-
suem nenhum ponto em comum.

(e) Plano é uma superficie ondulada.
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2. Identifique na figura a seguir os objetos geométricos, e seus
respectivos nomes:

M

3. Esmeralda construiu quatro retas, r, s, t e u, como na figura
abaixo. Dito isso, quais das seguintes retas sao paralelas entre
si? E quais sdo concorrentes entre si?

4. Helena ganhou um relégio antigo de seu avo de presente. Ela
notou que o ponteiro menor, que indica as horas, estava pa-
rado, enquanto que o ponteiro maior, que indica os minutos,
estava funcionando.

Considerando que o ponteiro menor esté fixo em 12 e o maior
parte de 12, em qual periodo (hora) os ponteiros formarao
angulo agudo, reto, obtuso e raso?
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5. Na figura a seguir temos trés retas, r, s e t, e quatro pontos
A, B, C e D. Com base nela, responda o que se pede:

[ ]
i

(a) Quais pontos pertencem a reta r?
(b) Quais pontos pertencem a reta s?

)
)

(c) Quais pontos pertencem a reta t?

(d) Qual a posigao relativa entre as retas r e s?
)

(e) Quais pontos sdo colineares entre si?

6. Escreva os ntmeros correspondentes em cada trago da reta
numérica:

17 19
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Exercicios Propostos

1. Analise a imagem a seguir e responda ao que se pede:

\ 4

o

(a) Qual o nome do objeto representado na figura acima?
(b) O objeto acima possui diregao e sentidos? Se sim, qual(is)?
(c¢) Quais sdo os valores dos pontos A, B, C e D indicados na

figura?

2. Identifique a posicao relativa das retas, se sdo paralelas, con-

correntes ou perpendiculares.

(a) r et
(c) ues;

(b) r e s;
(d) uet.

3. A imagem a seguir possui dngulos destacados. Classifique-os
entre angulos retos, obtusos, rasos ou agudos.
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4. (OBMEP - 2015 - ADAPTADA) Dados quatro pontos distin-
tos A, B, C e D, todos sobre uma mesma reta, como indica a
figura abaixo, determine o ntimero de segmentos distintos que
podem ser formados com a extremidade em tais pontos.

5. (OBMEP - 2015) Abaixo estao representados cinco pontos dis-
tintos sobre uma mesma reta. Quantas semirretas possuem

origem em algum desses cinco pontos e nao contém o ponto
B?

6. Considere uma reta r que passa pelos pontos A e C. Sabendo
que o ponto A estd a uma distancia de 14 u.m. do ponto 0 na
reta numérica e o ponto C estd a uma distancia de 27 u.m. do
ponto 0, determine o ponto B na reta r tal que B seja o ponto
médio de AC.

7. Desenhe, com o auxilio de uma régua, em um plano 7 trés
segmentos tais que:
e« AC=5cm, BD=6cm e CD =4 cm;
« AC || BD, ACxCD e BDxCD.

8. Juca é um escoteiro que estd acampando. Cada dia o chefe
do grupo escolhe um dos meninos para buscar frutas, agua e
madeira, hoje é o dia de Juca. Antes dele sair seu chefe passou
as seguintes orientagoes:

e Quando vocé sair da barraca ande 180 m em linha reta
até coletar as frutas;
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10.

11.

¢ Em seguida, vire-se para a direita formando um angulo
reto no chao e continue andando em linha reta por mais
150 m até pegar dgua no rio;

e Por ultimo, vire-se para a esquerda formando um angulo
obtuso no chao e ande 32 m até pegar a madeira;

e Volte para o acampamento, pelo mesmo caminho percor-
rido, antes das 18h.

Represente o caminho que Juca percorreu por meio de um
desenho e calcule a distancia total que ele andou.

. (OBMEP - 2015 - ADAPTADA) Desenhe um segmento de reta

com 10 pontos distintos e determine o niimero de segmentos
que podem ser formados com vértices em cada um desses pon-
tos.

(OBMEP - 2010) As quatro cidades A, B, C e D foram cons-
truidas a beira de uma rodovia reta, conforme a ilustragao.

A distancia entre A e C é de 50 km e a distancia entre B e
D é de 45 km. Além disso, sabe-se que a distdncia entre a
primeira e a ultima cidade é de 80 km. Qual é a distancia, em
quildometros, entre as cidades B e C?

(OBMEP - 2010) Cinco tartarugas apostaram uma corrida
em linha reta e na chegada a situagao foi a seguinte: Sininha
estava 10 m atras de Olguinha e 25 m a frente de Rosinha, que
estava 5 m atras de Elzinha, que estava 25 m atras de Pulinha.
Qual foi a ordem de chegada?
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12. (OBMEP - 2014 - ADAPTADA) A doutora Maria Amélia vi-
aja para atender seus pacientes. Em seu primeiro dia de tra-
balho, ela tem que atender pacientes nas cidades An&polis,
Beapolis, Ceapolis, Deapolis e Endpolis. As cidades sdo liga-
das por estradas, como mostra a figura abaixo.

Anapolis Beapolis

Endpolis

Deapolis Ceapolis

(a) Sabendo que a distancia entre Deédpolis e Enapolis é 52
km, calcule a distancia entre Anapolis e Cedpolis.

(b) Em um dia, a doutora Maria Amélia sai de Anapolis e
vai até Cedpolis atender um paciente. Depois, volta para
Enépolis atender mais dois pacientes e entdao segue para
Beapolis. Quantos km ela percorreu ao total nesse dia?

13. Faca o que se pede em cada item.

(a) Desenhe uma reta t que seja concorrente as retas r e s ao
mesmo tempo.

(b) Desenhe uma reta u que seja paralela a reta r e concor-
rente as retas s e t a0 mesmo tempo.
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(c) Desenhe uma reta v perpendicular & reta u, paralela a
reta t e concorrente as retas r e s a0 mesmo tempo.

14. (OBMEP - 2013) Nove pontos sdo desenhados em uma folha
de papel, como mostrados na seguinte figura:

(a) De quantas maneiras é possivel escolher trés pontos coli-
neares?

(b) De quantas maneiras é possivel escolher quatro pontos de
modo que trés deles sejam colineares?

15. (OBMEP - 2007 - ADAPTADA) Sueli resolveu dar uma volta
em torno de uma praca quadrada. Ela partiu do vértice P, no
sentido indicado pela flecha e caiu ao atingir g do percurso
total. Qual ponto indica o lugar em que Sueli caiu?
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16. (OBMEP - 2015) Sejam quatro pontos A, B, M e C dispostos
sobre uma mesma reta, nessa ordem. Se M ¢é o ponto médio do
segmento AC, AB é 0 dobro de BM ¢ MC = 30 em, determine
os comprimentos de AB e BM.

17. (OBMEP - 2010 - ADAPTADA) Cururu é um sapo estranho,
que se desloca apenas com dois tipos de saltos:
Tipo I: 10 cm para o Leste e 30 cm para o Norte;
Tipo II: 20 cm para Oeste e 40 ¢m para o Sul.

Como mostra a figura.

< )
20 cm
¥
30 em 40 cm
o—> ¥
10 cm
Tipo 1 Tipo 11

(a) Como Cururu faz para chegar a um ponto situado a 70 cm
para o Leste e 230 ¢cm para o Norte de sua casa?

(b) E possivel Cururu chegar a um ponto situado a 180 cm
para o Oeste e 340 cm para o Sul de sua casa?
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18.

19.

(OBMEP - 2015) Na figura abaixo, ABC'D é um retangulo e
E é o ponto médio de AD. O segmento F'G passa pelo ponto
médio M de C'E. Determine a razao entre os comprimentos
de GM e MF.

(OBM - 2017) Vemos, nas figuras 1 e 2 a seguir, exemplos de
bloqueio de tela de um telefone celular que s6 funciona com
uma senha que nao é digitada, mas desenhada com segmentos
de reta. Esses segmentos formam uma linha poligonal com
vértices em um reticulado. Ao desenhar o padrao correspon-
dente a senha, o dedo deve permanecer todo o tempo tocando
a tela. Toda a linha poligonal corresponde a uma sequéncia
de algarismos e essa sequéncia é que é, de fato, a senha. O
tracado das poligonais obedece as regras a seguir:

i. O tracado comega por um dos pontos destacados, os quais
correspondem aos algarismos de 1 a 9 (figura 3).

ii. Cada segmento do padrao deve ter como um dos seus ex-
tremos (aquele em que terminamos de tragar o segmento)
um ponto que ainda néo foi usado.

iii. Se um segmento liga dois pontos e contem um terceiro
(o seu ponto médio), entdo o algarismo correspondente a
esse terceiro ponto ¢é incluido na senha. Isso ndo acontece
quando esse ponto/algarismo ja foi usado.

iv. Toda senha tem pelo menos quatro algarismos.
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20.

OO, D @ G
O 3 § 5

figura 1 figura 2 figura 3

Assim, toda linha poligonal é associada a uma sequéncia de
quatro ou mais algarismos, os quais aparecem na senha na
mesma ordem em que sao visitados. Na figura 1 acima, por
exemplo, a senha é 218369, caso o primeiro ponto visitado
tenha sido o 2. Note que o segmento ligando os pontos associ-
ados aos algarismos 3 e 9 inclui o ponto associado ao algarismo
6. Se o primeiro ponto visitado fosse o 9, entdo a senha seria
963812. Se o primeiro ponto visitado fosse o 6, entdo a senha
seria 693812. Note que o 6 seria pulado, j4 que nao poderia
repetir.

(a) Por que a linha na figura 2 corresponde a uma tnica
senha? Qual é essa senha?
(b) Quantas senhas diferentes de quatro algarismos possuem

dois segmentos colineares (segmentos que estao na mesma
reta)?

(OBMEP - 2014) O grande pintor Kandinskemilio desenhou
os seguintes pontos no papel.

(a) Sem levantar o lapis do papel, desenhe quatro linhas retas
que passem por todos os nove pontos da figura desenhada
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por Kandinskemilio.

(b) Sem levantar o lapis do papel, desenhe seis linhas re-
tas que passem por todos os dezesseis pontos da figura
abaixo.
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2.1 Segmentos Consecutivos

Definigao 2.1. Dois segmentos sdo ditos consecutivos se a extre-
midade de um deles também é a extremidade do outro, ou seja, sdo
segmentos distintos que possuem uma extremidade em comum.

Veja um exemplo a seguir.

Na primeira imagem, na esquerda, temos dois segmentos, AB e
BC'. Observe que estes segmentos possuem o ponto B em comum,
e, portanto sdo segmentos consecutivos. Na segunda imagem, na
direita, também temos segmentos consecutivos, pois a extremidade
do segmento DE é também extremidade do segmento EF.

Na figura a seguir temos seis segmentos consecutivos, ou seja,
podemos unir mais do que apenas dois segmentos.

33
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Note que AB é consecutivo com BC, que é consecutivo com CD,
que é consecutivo com DE, que é consecutivo com EF, que, por fim,
é consecutivo com FG.

E se juntarmos o ponto de origem de um segmento com o ponto
final de outro segmento? Vamos observar o que acontece nas préxi-
mas figuras.

o @

Note que quando juntamos a origem do segmento AB com o
final do segmento BC', ou seja, unimos o ponto A com o ponto C,
obtemos o mesmo segmento. E se fossem trés segmentos?

Quando juntamos o ponto D com o ponto G, fechamos uma
figura geométrica, que nesse caso é um tridngulo.
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Atencao!

Para formamos figuras sé podemos unir as extremidades de seg-
mentos consecutivos que nao sao colineares, pois quando unimos
dois ou mais segmentos colineares teremos apenas um pedago de
uma reta.

A ideia do que sdo segmentos consecutivos nos ajuda a enten-
dermos o que sdo figuras geométricas planas.

2.2 Figuras Geométricas Planas

Uma figura (ou forma) geométrica
plana é uma superficie, que recebe esse
nome por ser um “pedago” do plano. Ve-
jamos, a seguir, sua defini¢ao.

Definigao 2.2. Dada a uniao de trés ou
mais segmentos de reta nao colineares ob-
temos uma forma geométrica em que o
ponto de origem de um segmento coincide
com o ponto final de outro segmento.

Encontramos figuras geométricas em
todo lugar. Um exemplo disso sdo obje-
tos do cotidiano, como uma mesa com for-
mato retangular, uma janela com con-
torno quadrado ou uma placa triangu-
lar na rua, como na imagem ao lado. Agora, vamos caracterizar os
conceitos relacionados a essas figuras.

Toda figura possui lados (ou arestas), vértices e dngulos.
o Lados: sao os segmentos de reta da figura;
e Vértice: é o ponto de interseccao de dois lados;

e Angulo: é unidao de dois lados consecutivos.
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2.2.1 Figuras Coéncavas e Convexas

As figuras planas podem ser classificadas em Concavas ou Con-
vexas, vejamos as suas defini¢oes a seguir.

Definigao 2.3. Dada uma figura plana com quatro ou mais lados,
ela serd concava quando uma reta intercepti-la em mais de dois

pontos.

Uma forma de identificar se uma figura
plana é cdncava é quando tracamos um seg-
mento de reta que nao pertence a regido limi-
tada pelos lados da figura, ou seja, quando uma
parte da reta fica para fora da figura. Um exem-
plo de figura concava é a estrela, como podemos
observar na imagem ao lado.

Definig¢ao 2.4. Dada uma figura plana com quatro ou mais lados,
ela sera convexa quando uma reta intercepti-la em no maximo dois

pontos.

N

Podemos identificar que uma figura é con-
vexa quando o segmento de reta tracado per-
tence somente ao espaco limitado pelos lados
da figura. Por exemplo, uma barra de chocolate
é uma figura convexa, pois, como podemos ver
na imagem ao lado, o segmento estd completa-
mente dentro da barra. E,também, podemos es-
colher quaisquer outros dois pontos dentro desse

espago que sempre ird acontecer a mesma coisa.
Vamos comecar aplicando esses conceitos com a forma geomé-
trica que tem a menor quantidade de lados: o TridAngulo.

2.2.2 Triangulo

E uma figura geométrica que possui apenas trés lados, trés vérti-
ces e trés Angulos. Os angulos no interior (dentro) da figura chama-
mos de Angulos internos e trabalharemos com eles mais adiante.
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Agora, veja um exemplo de tridngulo na imagem abaixo.

B

[>

C
A ™

A

Os segmentos AB, BC ¢ C'A sio os lados do tridngulo. Note que
eles sdo unidos pelos pontos A, B e C, que sdo os vértices, formando
os dngulos A, B e C. Agora, vamos a sua notagao.

Notagao 2.1. Sejam A, B e C' vértices do tridngulo, podemos
chamaé-lo de AABC ou ABC.

Observe que todo tridngulo sempre serd uma figura convexa, pois
a unido de quaisquer dois pontos sempre estard dentro do espaco
delimitado pelos seus lados.

Lembra que conversamos sobre teoremas na aula anterior? En-
tao, a partir de agora iremos trabalhar com alguns deles. Vocé sabia
que existe um teorema muito importante sobre os tridngulos? Ele
diz que a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo, sempre,
é igual a 180°. Entédo, usando a figura anterior de exemplo, temos

]

A+ B+C=180°.

Classificagao de Tridngulos

Podemos classificar os triangulos de dois jeitos diferentes: a par-
tir dos seus dngulos internos e a partir dos seus lados. A tabela
a seguir apresenta a nomenclatura dos tridngulos de acordo com os
angulos internos.

Nome do Tridngulo | Valor do Angulo Interno

Acutangulo Todos menores que 90°

Retangulo Um igual a 90°
Obtuséngulo Um maior que 90°




38 POTI/TOPMAT

Veja um exemplo para cada caso:

N\ N
A
A A 5 .

Da esquerda para a direita, temos um triangulo acutdngulo (AABC)),
retangulo (ADEF) e obtusangulo (AGHI).

Vocé observou que para as duas ultimas classificagdes bastou
que apenas um dos angulos atendesse o valor? Vocé sabe o por qué
disso? A seguir, vamos entender o que acontece.

e Triangulo Retangulo: Imagine que temos um tridngulo com
dois angulos internos iguais a 90°. Se aplicarmos o teorema,
que acabamos de ver, o terceiro angulo precisaria medir 0°, o
que nao é possivel acontecer em figuras geométricas.

e Tridngulo Obtusangulo: Considere, agora, um tridngulo
com dois angulos internos obtusos, medindo 100°. Somando
as duas medidas, obtemos 200°, o que contradiz o teorema.

E é por isso que tridngulos retangulos e obtusangulos possuem
dois dngulos agudos.

A outra classificacio é dada a partir dos lados, como represen-
tada na tabela abaixo.

Nome do Tridngulo Caracteristica
Escaleno Todos os lados tém medidas diferentes
Isésceles Dois lados possuem a mesma medida
Equilatero Todos os lados tém a mesma medida

A imagem a seguir mostrard um exemplo para cada caso. Lem-
brando que os tracinhos indicam que os segmentos tem o mesmo
tamanho, ou seja, neste caso os lados com a mesma quantidade de
tracinhos possuem o mesmo tamanho.
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Da esquerda para a direita temos um tridngulo escaleno (AABC),
com AB # BC # C'A; um triangulo is6sceles (ADEF), com DE =
DF # EF; e um tridngulo equildtero (AIGH), com IG = GH =
HI.

Exercicio Resolvido 2.1. Seja ABC um tridangulo tal que A =
37°, B = 59°. Calcule o valor do angulo C e classifique este tridn-
gulo.

Solugao. Para calcularmos o terceiro angulo desse triangulo, leia o
lembrete do nosso amigo tridngulo, a seguir.

Lembre-se:
A soma dos meus
angulos internos é
igual a 180!

Entao, temos que
A+B+C=180°
Agora, substituindo os valores dados.
37° +59° + C = 180°

96° + C' = 180°
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Note que o valor que esté faltando para a soma resultar em 180°
é 84°. Portanto, o angulo C' = 84° e, entdo, ABC é um triangulo
acutangulo, pois todos os angulos sdo menores do que 90°. O

Se continuarmos com a contagem de segmentos, ao juntarmos
quatro lados, obtemos os Quadrilateros.

2.2.3 Quadrilateros

Sao figuras geométricas que possuem quatro lados, quatro vérti-
ces e quatro angulos. Veja um exemplo de quadrildtero na préxima
imagem.

Os segmentos PO, OT, T1 e I P so os
lados do quadrilatero. Note que eles sdo
unidos pelos pontos P, O, T e I, que sao
os vértices, formando os angulos ]3, O, T
el Agora, vamos a notagao.

Notacgao 2.2. Para nomearmos um qua-
drilatero, basta escrevermos seus vértices
em sequéncia.

Por exemplo, o nome da figura acima
é POTI.

Observe na figura ao lado que a linha
tracejada em cinza liga os vértices P e T,
ela é chamada de diagonal e veremos sua
definicao a seguir.

Definig¢ao 2.5. A diagonal é o segmento
de reta que liga dois vértices ndo consecu-
tivos da figura.

O segmento OT também é diagonal do quadrilatero POTI. Com
isso, podemos perceber que todo quadrilatero pode ser dividido em
2 tridngulos. Vocé pode estar se perguntando o que isso tem a ver?
Bom, se sabemos isso podemos entender o que acontece com a soma
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dos angulos internos de um quadrilatero.

Sabemos que a soma dos dngulos internos de um tridngulo ¢é igual
a 180° e que um quadrildtero pode ser dividido em dois tridngulos,
entdo a soma dos dngulos internos de um quadrilatero é igual
a 360°.

Agora que ja vimos algumas caracteristicas dos quadrilateros,
podemos classifica-los de acordo com os seus elementos. Eles serdo
classificados em paralelogramo, retdngulo, quadrado e trapézio. O
primeiro que estudaremos serd o paralelogramo.

Paralelogramo

Defini¢do 2.6. E o quadrildtero que possui dois pares de lados
opostos paralelos.

Lados opostos sao os pares de lados que ficam “um de frente
para o outro”, ou seja, que sdo contrarios. Na figura a seguir, temos
um paralelogramo em que:

A D

e AB é o lado oposto & CD;

e BC ¢ o lado oposto a DA.

’ Portanto, AB||CD e BC||DA.

O mesmo conceito de opostos vale para angulos e vértices tam-
bém. Entdo, A ¢ oposto a C’, assim como B é oposto a D.

Por conta dessas construgoes e da definicdo de quadrilateros,
sabemos que as afirmacdes a seguir sao verdadeiras.

*» Lados e angulos opostos possuem mesma medida.
* As diagonais se cruzam em um Unico ponto, o qual é o ponto
médio para as diagonais.
Retangulo

Definicdo 2.7. E o quadrildtero que possui todos angulos internos
com mesma medida.
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A figura abaixo é um exemplo de retdngulo:

A D

Note que todos os dngulos medem 90°, e, note ainda que os lados
opostos do retangulo ABC D sao paralelos. Isso significa que todo
retangulo é um caso especial de paralelogramo, e portanto, possuem
as mesmas caracteristicas.

Os lados dos retangulos sdo nomeados de acordo com o seu ta-
manho, sendo:

Base: o maior lado do retangulo;
Altura: o menor lado do retangulo.

Losango

Defini¢do 2.8. E o quadrildtero que possui todos os lados com
mesma medida.

A A imagem ao lado é um exemplo de losango.
Como o losango ABCD possui dois pares
de lados opostos paralelos, entdo ele é um caso
o 5 especifico de paralelogramo. Ou seja, todo lo-
sango ¢ um paralelogramo. Porém, nem todo
paralelogramo é losango.

O losango tem uma caracteristica unical
- Suas diagonais sempre serdo perpendiculares
entre si, ou seja, formam um &ngulo reto.

(Lembre-se: dngulo reto mede 90°)
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Quadrado
Definicdo 2.9. E o quadrildtero que possui os quatro angulos e os
quatro lados com mesma medida.

A figura abaixo é um exemplo de quadrado.

De acordo com o que estudamos anteriormente, as afirmagoes a
seguir sdo verdadeiras.

* Todo quadrado é um paralelogramo, pois possui dois pares de
lados opostos paralelos;

* Todo quadrado é um losango, pois possui todos os lados com
mesma medida;

* Todo quadrado é um retangulo, pois possui os quatro angulos
de mesma medida.
Trapézio

Defini¢do 2.10. E o quadrildtero que possui apenas dois lados
opostos paralelos.

A figura abaixo é um exemplo de trapézio.

B C
[ "}

Note que no trapézio ABC'D temos os lados AD e BC paralelos.
Esses dois segmentos sdo chamados de bases do trapézio. As bases
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podem ser classificadas em maior e menor, de acordo com a sua
medida.

Assim como os triangulos, os trapézios podem ser classificados
de acordo com os seus lados.

* Trapézio escaleno: é aquele cujos quatro lados tém medidas
diferentes;

*x Trapézio isOsceles: ¢é aquele cujos lados nao paralelos sao
congruentes, ou seja, possuem a mesma medida, enquanto as

bases possuem medidas diferentes;

* Trapézio retangulo: é aquele cujo um dos lados nao para-
lelos forma um angulo reto com as bases.

A seguir temos figuras ilustrando cada um dos exemplos.

Da esquerda para a direita temos que ABCD é um trapézio
retangulo, FFGH é um trapézio isosceles e IJKL é um trapézio
escaleno.

Vocé percebeu que todas as figuras que apre-
sentamos até agora foram figuras convexas? o
Serd que é possivel termos um quadrildtero con-
cavo? Sim!! Vejamos um exemplo na figura ao
lado. °

Entéo, lembre-se: Nem todo quadrilatero é
uma figura convexa)!

E, depois dos quadrilateros temos mais formas geométricas? Te-
mos sim, mas iremos apenas apresentar sua nomenclatura na tabela
abaixo.
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Nome N° de Lados Nome N° de Lados
Pentagono 5 Tridecdgono 13
Hexagono 6 Tetradecdgono 14
Heptagono 7 Pentadecégono 15
Octdgono 8 Hexadecagono 16
Eneagono 9 Heptadecagono 17
Decagono 10 Octodecigono 18

Undecagono 11 Eneadecagono 19
Dodecagono 12 Icosagono 20

Vocé consegue pensar em alguma forma geométrica que nao tem
lados? Esta figura é o circulo e iremos estuda-1a em seguida.

2.2.4 Circulo

Definicdo 2.11. Seja A um ponto do plano e r um nimero real
positivo. O circulo de centro A e raio r ¢ o conjunto constituido por
todos os pontos B do plano tais que AB = r.

A figura ao lado é um exemplo de cir-
B culo.

O raio do circulo, denotado pela letra
r minuscula, é o segmento destacado, em
vermelho na imagem. E importante res-
saltar que o ponto B nao é um ponto fixo,
ele foi escolhido apenas para ilustragao,
mas poderia ter sido escolhido em qual-
quer lugar do circulo.

O circulo tem uma caracteristica muito interessante. Se unirmos
dois de seus raios, obtemos o seu didmetro, que denotaremos pela
letra d mintscula. Ou seja, o didmetro é igual a 2 vezes o tamanho
do raio, e isso vale para todos os circulos.

Exercicios de Fixacao

1. Sabendo que o tridngulo retdngulo ABC' a seguir tem o angulo

A

A = 57°, calcule o valor do angulo C.
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2. Considere um circulo de didmetro, d = 27. Calcule o valor do
raio, r, desse circulo.

3. As imagens abaixo sao trapézios. Classifique-os de acordo com
seus lados.

. |
o N

4. Descreva, com suas proprias palavras:

(a) Qual a diferenga entre um retdngulo e um quadrado?
(b) Qual a definigdo de um losango?

(c) Apresente uma defini¢do de paralelogramo.

Para medirmos a altura, o comprimento, as bases e as diagonais
das figuras planas, nés precisamos utilizar as unidades de medidas.
J& comegamos a ver algumas informagoes sobre elas na aula anterior.
Agora vamos conhecé-las mais a fundo.



Aula 2 - Geometria Plana 47

2.2.5 Unidades de Medidas

Existem diversas maneiras de se medir comprimentos. Um dos
sistemas de medicdo mais utilizados é o Sistema Métrico Decimal.
Esse sistema é composto por unidades como milimetro (mm), centi-
metro (cm) e metro (m) que se relacionam proporcionalmente entre
si como apresentado a seguir.

e 1 m =100 cm = 1000 mm

1
o mm:1cm:10mm
1 1 _1
Tooo ™= 1g e = 1 mm

Saber dessas relagbes é extremamente importante, pois ndo po-
demos realizar operacao com valores que apresentam unidades de
medidas distintas. Quando nos deparamos com esse tipo de situ-
acao, devemos converter os valores apresentados inicialmente bus-
cando padronizar nossas informagoes. A tabela a seguir foi cons-
truida para facilitar esse processo.

1000
| 100x 10x *
Dt
* 100+ 10+ |

1000+

As flechas apresentadas partem da unidade inicial para a unidade
a qual deseja-se converter. Note que as flechas azuis acompanham
um numero com a operagao de multiplicacdo, enquanto que as fle-
chas verdes acompanham a divisdo. Por exemplo, para convertermos
7 metros em centimetros, temos que achar na tabela a flecha que sai
de “m” e chega em “cm”. Essa flecha possui a multiplicacdo por
100, entao:

7-100 = 700.
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E portanto a conversdo sera:

7 m =700 ecm.

Exemplo: Para fixarmos melhor essas relagoes, vamos praticar re-
alizando as operacgoes a seguir e convertendo seus resultados em m,

cm e mimn.

a) 3em+ 1,55 m

Solucgao. Precisamos deixar todas as medidas na unidade de-
sejada para podermos calcular. Utilizando a tabela de conver-
sdo, conseguimos converter 3 centimetros em metros ao dividir
3 por 100, logo:

3:100 = 0,03

=3cm=0,03m

Agora podemos calcular a expressio:

0,03m+1,55m=1,58m

Para obtermos a resposta em centimetros, basta converter o
resultado anterior. Consultando a tabela, teremos que multi-
plicar 1,58 por 100:

1,58 - 100 = 158
= 1,58 m = 158 cm
Por fim, para obtermos o resultado em milimetros, basta mul-

tiplicarmos 158 por 10:

158 -+ 10 = 1580
= 158 ecm = 1580 mm

Portanto, o resultado da expressdo em m, cm e mm sera:
1,58 m, 158 ¢m e 1580 mm. m|
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b) 2,1 em+1m—10 mm

Solucao. Convertendo as medidas para centimetro, teremos:

1m=100cmel0 mm=1cm

=2 1em+100cm -1 cm =101,1 em

De forma analoga a questao anterior, vamos converter o resul-
tado de centimetro para metro e depois milimetro. Teremos
entao:

101,1 em = 1,011 m

Pois pela tabela, convertemos a medida de centimetro para
metros dividindo por 100. Por outro lado, para converter de
centimetro para milimetro, devemos multiplicar a medida por
10. Logo:

101,1 em = 1011 mm

Portanto, o resultado da expressdao é 1,011 m; 101,1 cm e
1011 mm. ]

Por fim, é necessario ressaltar que, quando o enunciado nao ex-
plicitar a unidade de medida que estamos utilizando, devemos adi-
cionar a expressao “u.m.” ao nosso resultado final.

Exercicios Resolvidos

Exercicio Resolvido 2.2. Considere a seguinte imagem com os
segmentos AB =3 m; BC' =2 m; CD =1m; DE =1 m. Calcule
a extensdo para ir do sofd até a TV.
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Solugao. Quando temos as medidas dos segmentos consecutivos,
conseguimos calcular sua extensao. Para calcularmos essa extensao
basta somarmos os quatro segmentos:

AB+BC+CD+DE=3m+2m+1m+1m

=7Tm

Portanto, a extensao do sofd até a TV é de 7 m. O

Exercicio Resolvido 2.3. Calcule a extensdo da figura a seguir
em metro, centimetro e milimetro.

90cm

D 500 mm

Solugao. Vamos comegar deixando todas as unidades em centime-
tros. Para convertermos a medida de BC, basta multiplicarmos
0,21 por 100, logo:
0,21-100 =21
E portanto 0,21 m = 21 e¢m. Para o segmento C_D, teremos que
dividir 500 por 10:
500 : 10 = 50

Entao 500 mm = 50 em. Calculando a extensao, teremos:

AB+BC+CD+DE=9cm+2lecm+50cm+1cm
=162 cm
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Portanto, a extensdo mede 162 cm. Para obtermos o resultado
em milimetros, multiplicaremos 162 por 10:

162 - 10 = 1620
= 162 cm = 1620 mm

Finalmente, vamos converter 162 cm em metros dividindo 162
por 10:
162 : 10 = 16,2

= 162 cm = 16,2 m

A extensdo da figura é, nas unidades exigidas: 16,2 m; 162 cm
e 1620 mm m|

Exercicios de Fixacao

1. Dadas as medidas a seguir, transforme suas unidades de me-
didas para milimetro, centimetro e metro:

a) 58,14 cm d) 87 cm + 1 m + 100,7 mm
b) 0,19 m e) lm - 0,5m + 50cm + 0,3m
¢) 57 mm + 0,1 m f) 900 mm - 12 cm + 0,09 m

2. Imagine que um sapo pule sempre nas mesmas vitérias-régias
de um lago para travessa-lo. Dado o mapa das vitérias-régias
a seguir, calcule a trajetéria que o sapo faz.

. ®
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3. Dados os segmentos AB = 3 ¢m, BC = 3,5cme CD = 40 mm,
calcule a extensao da figura formada por eles.

4. Dada a figura a seguir, calcule sua extensao.

Vocé ja ouviu falar em perimetro? E o ultimo assunto que
iremos estudar nesta aula e é extremamente importante!

2.3 Perimetros

Imagine que vamos cercar um terreno retangular com a menor
quantidade de arame possivel. Como podemos fazer isso? Se sua
intuicdo disse para somarmos o tamanho de todos os lados para ob-
termos a quantidade necesséria, vocé esta certo. Calcular o contorno
de uma figura é equivalente a calcular seu perimetro.

Definicdo 2.12. E a medida do contorno de uma figura tracada
num plano e é calculado através da soma dos lados dessa figura.

Para entender esse conceito, iremos aplica-lo as figuras geomé-
tricas que ja conhecemos, comecando com o retangulo ABCD:

A D
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___ O contorno da nossa figura é dado pela uniéo de seus lados AB,
BC, CD e DA. Pela defini¢ao que vimos anteriormente, sabemos
que AB =CD e BC = DA. Entao, podemos escrever:

p=AB+BC+CD+DA=2-AB+2-BC

Esse raciocinio deve ser empregado para se calcular o perimetro
de quaisquer figuras geométricas planas que possuam lados. Agora,
iremos ver a resolugao de alguns exercicios que calculam o perimetro
de uma figura composta por mais de uma forma geométrica.

Exercicios Resolvidos

Exercicio Resolvido 2.4. Calcule o perimetro da seguinte figura
sabendo que ABDFE é um quadrado de lado 3 m, e o tridngulo BC'D
é equilatero.

D

Solugao. Para resolvermos esta questao, precisamos notar que to-
dos os segmentos possuem mesma medida. Por defini¢do, quadrados
possuem todos os lados iguais. Temos também um tridngulo equi-
latero que compartilha um lado com o quadrado, e portanto:
BC=CD=DB=3m

Portanto, calculamos o perimetro da figura por:

p=AB+BC+CD+DE+EA=5-AB

Substituindo pelo seu valor:

p=95-3m=15m

Portanto, o perimetro da figura é igual a 15 m. O
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Exercicio Resolvido 2.5. Considerando a imagem a seguir, se o
ABCD é umretangulo com DA =4cme AB = 5cm, e DEFG é um
quadrado com DFE = 3 cm, qual é o perimetro da figura ABCGFE?

B C

G F

Solugao. O perimetro é o contorno da figura, o qual nesse caso ¢

dado pela soma de AB, BC, CG, GF, FE, ED e DA. Para cal-
cularmos essa soma, precisamos descobrir quanto mede o segmento
CG. Note que:

CG=CD-GD
Substituindo os valores, teremos:
CG=5-3=2cm.
Agora podemos calcular o perimetro da figura:
p=AB+ BC+CG+GF+FE+ED+ DA
p=5+4+2+3+3+3+4=24cm

Portanto, o perimetro p = 24 cm. O

Exercicio Resolvido 2.6. (OBM - 2012) Carla recortou o hexa-
gono representado abaixo em quatro partes: um tridngulo, dois re-
tangulos e um paralelogramo.
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As medidas dessas figuras sdo dadas em centimetros. Qual é o
perimetro deste hexagono?

g LSO

Solugao. Antes de comecarmos a resolver, lembre-se que hexdagono
é uma figura geométrica plana que possui 6 lados, vértices e angulos.
Vamos reconstrui-lo a partir das figuras que foram recortadas, com
seus devidos valores em centimetros:

10cm

Agora podemos calcular o seu perimetro:

p=3+5+3+10+5+3+10

E portanto o perimetro do hexagono é 39 cm. O

Exercicios de Fixacao

1. Seja um campo de futebol de comprimento 100 m e largura
80 m. Em um treino, um jogador percorre quantos metros em:

(a) 3 voltas?

(b) 5 voltas?

(c) Se o jogador percorre 720 m, quantas voltas ele deu na
quadra?
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2. Sabendo que o perimetro de um tridngulo equilatero é 39 cm,
qual a medida de cada lado?

3. Se o perimetro de um quadrado, de lado 15 ¢m, é o dobro
do perimetro de um retangulo com base de 10 ¢m. Qual é a
altura e o perimetro deste retangulo?

4. Qual o perimetro da figura a seguir?

Exercicios Propostos

1. (OBMEP - 2008) O retangulo da figura estd dividido em 8
quadrados. O menor quadrado tem lado 1 ¢cm e o maior 14 c¢m.

(a) Determine o lado dos outros quadrados.

(b) Qual é o perimetro do retangulo?
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2. Um quadrado ¢ dividido em sete retangulos como na figura
abaixo. Se o perimetro de cada um desses retangulos é 32 c¢m,
qual o perimetro do quadrado?

3. (OBMEP - 2014) Juntando, sem sobreposi¢ao, quatro ladri-
lhos retangulares de 10 em por 45 ¢m e um ladrilho quadrado
de lado 20 e¢m, Rodrigo montou a figura abaixo. Com uma
caneta vermelha ele tragou o contorno da figura. Qual é o
comprimento desse contorno?

—

|._l

4. (OBMEP - 2010 - ADAPTADA) Quantos quadradinhos foram
retirados do tabuleiro de 10 X 20 quadradinhos da figura? Se
o lado de cada quadradinho mede 1 ¢m, qual é o perimetro do
“buraco”?
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. (OBMEP - 2009) A figura mostra um quadrado de lado 12

cm, dividido em trés retdngulos de mesma area. Qual é o
perimetro do retdngulo sombreado?

. (OBMEP - 2017) Vérios quadrados foram dispostos um ao

lado do outro em ordem crescente de tamanho, formando uma
figura com 100 e¢m de base. O lado do maior quadrado mede
20 em. Qual é o perimetro (medida do contorno em vermelho)
da figura formada por esses quadrados?

20cm

100 cm

. (OBM - 2010) O desenho mostra dois quadrados de papel so-

brepostos, um de lado 5 em e outro de lado 6 cm. Qual é
o perimetro da figura formada (linha grossa no contorno do
desenho), em centimetros?
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8.

10.

11.

(OBMEP - 2014) Os irmaos Luiz e Licio compraram um ter-
reno cercado por um muro de 340 m. Eles construiram um
muro interno para dividir o terreno em duas partes. A parte
de Luiz ficou cercada por um muro de 260 m e a de Licio, por
um muro de 240 m. Qual é o comprimento do muro interno?

Luiz f

e

Llcio

(OBMEP - 2016) O retangulo ABC'D foi dividido em nove re-
tangulos menores, alguns deles com seus perimetros indicados
na figura. O perimetro do retdngulo ABCD é 54 ¢m. Qual é
o perimetro do retadngulo cinza?

A B
16 cm

18 cm 14 cm|

26 cm

(OBM - 2013) Jurema tem 12 pegas retangulares de pléstico
de 3 ecm por 4 cm. Ela junta essas pecas fazendo coincidir seus
lados iguais e monta retangulos maiores, um de cada vez. Um
desses retangulos tem o maior perimetro possivel. Qual é esse
perimetro, em centimetros?

(OBMEP - 2017) Joao possui um brinquedo com pegas planas
e quadradas de lado 1 m. Ele pode unir duas pegas através de



60

POTI/TOPMAT

12.

um lado. A figura abaixo mostra um exemplo de configuracao
que Jodo construiu com 4 quadrados.

Perceba que o perimetro da figura é formado por 10 segmen-
tos unitarios. Depois de construir uma configuragao, ele gosta
de construir uma nova apenas acrescentando um quadrado a
todos os encaixes da figura inicial formando assim uma nova
camada de quadra- dos. Por exemplo, a partir da figura ante-
rior, ele poderia acrescentar uma camada obtendo a préxima
figura.

Note que os 8 quadrados acrescentados usam em suas conexoes
todos os 10 segmentos do perimetro anterior e ndo é possivel
acrescentar um novo quadrado encaixando apenas na figura
original.

(a) Comegando com um quadrado 1 x 1, calcule o perimetro
da configuracdo que Jodo ird obter ao acrescentar duas
camadas consecutivas.

(b) Comegando com um quadrado 1 x 1, calcule o perimetro
da configuragdo que Joao ird obter apés o décimo acrés-
cimo sucessivo de camadas.

(OBMEP - 2010) Marcelo cortou um quadrado de 6 c¢m de
lado em duas partes iguais, como na figura 1. O corte foi feito
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13.

14.

em formato de escada, com segmentos de 1 cm paralelos ao
lado do quadrado.

6 em

Figura 1 Figura 2

(a) Calcule o perimetro da parte cinza da figura 1.

(b) A figura 2 foi montada por Marcelo encaixando comple-
tamente 3 degraus (indicados com as flechas) de uma das
partes na outra parte. Calcule o perimetro dessa figura.

(¢c) Marcelo cortou da mesma maneira um quadrado de 87
cm de lado e montou uma figura encaixando 39 degraus
de uma das partes na outra. Calcule o perimetro dessa
nova figura.

(OBM - 2014) Janaina cortou uma folha quadrada ao meio
e colou com adesivos as duas metades, fazendo coincidir seus
lados menores, obtendo uma folha retangular. Qual é a ra-
zao entre o perimetro do quadrado original e o perimetro do
retangulo?

(OBM - 2012) Juliana cortou a folha quadriculada, represen-
tada abaixo, ao longo da linha mais grossa. Ela obteve dois
pedacos com diferentes perimetros. Qual é a diferenca entre
esses perimetros?
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15.

16.

(OBMEP - 2015) Ana tem quatro cartoes triangulares iguais,
cujos lados,em centimetros, medem a, b e ¢, sendo a, b e ¢
numeros naturais distintos. Se Ana unir dois dos cartdes jun-
tando seus lados maiores, formara um quadrildtero com peri-
metro de 26 ¢m, como na Figura 1. Entretanto, se ela unir
os outros dois cartoes juntando seus lados menores, formara
um quadrilatero com perimetro de 30 ¢m, como na Figura 2.
Qual é o perimetro de cada cartao triangular?

S

Figura 1 Figura 2

Manoela tem cinco pedagos de papel: um quadrado e quatro
retangulos iguais. Utilizando os cinco pedacos ela primeiro
monta um retangulo de perimetro 780 ¢m e, em seguida, des-
monta o retdngulo e usa os cinco pedagos para montar um
quadrado conforme mostrado na figura. Qual é o perimetro
deste quadrado?



Aula 2 - Geometria Plana 63

17. (OBM - 2000) Um triangulo equildtero pode ser recortado em
tridngulos equilateros menores. A figura abaixo mostra como
recorta-lo em sete tridngulos equilateros. Mostre como recor-
tar um tridngulo equildtero em vinte tridngulos equilateros

menores.

18. (OBMEP - 2015) No desenho abaixo, trés prédios foram cons-
truidos em um terreno dividido em lotes retangulares. Os
perimetros dos prédios A e B valem 400 m e 240 m, respecti-
vamente. Quanto mede o perimetro do prédio C'?

19. (OBMEP - 2011) Mércia cortou uma tira retangular de 2 cm
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20.

de largura de cada um dos quatro lados de uma folha de papel
medindo 12 e¢m por 20 ¢m. Qual é o perimetro do pedaco de
papel que sobrou?

(OBMEP - 2015) Joao deseja construir um circuito para o seu
trem de brinquedo usando trilhos no formato de segmentos
de reta de comprimento fixo. Na intersecao de dois trilhos, ele
precisa colocar uma esta¢io de trem. E possivel Jodo construir
um circuito fechado com exatamente 10 estagoes, de forma que
cada trilho possua exatamente 4 delas?



Aula 3

Areas

3.1 Area

Imagine que vocé e sua familia estao
de mudanca para uma casa nova e maior.
Vocé sempre teve vontade de pintar as pa-
redes do seu quarto com a sua cor pre-
ferida. Depois de conversar com os seus
pais, eles deixaram que vocé decidisse a
cor do seu quarto. Entdo, vocés foram
para a loja comprar a tinta. Para isso,
vocés precisam pensar na quantidade ne-
cessédria para cada parede. A maioria dos
quartos possuem uma parede maior que a
outra, entdo, é intuitivo esperarmos que
a parede maior demandara mais tinta do

que a menor. Isso acontece porque sua superficie é maior.

No contexto geométrico, podemos relacionar a ideia de superfi-
cie com a de area de uma figura geométrica plana. Isso significa
que para medirmos o tamanho da superficie (ou regido) de algo,

precisamos calcular sua area.

Defini¢do 3.1. Area é a medida de uma superficie.

65
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Indicaremos a area por uma letra maitscula do alfabeto ou pe-
los vértices da figura dentro de colchetes. A area de um retangulo
ABCD, por exemplo, poderd ser chamada de A ou [ABCD].

Assim como aprendemos a utilizar unidade de medida para os
segmentos, vamos aprender as unidades de areas para medirmos
a area das figuras.

3.1.1 Unidade de Area

Nas unidades de medida, trabalhamos com o metro (m), o centi-
metro (¢cm) e o milimetro (mm). Agora, vamos estudar as medidas
que utilizaremos com mais frequéncia nas unidades de area. Sao

2 . 2 .
essas o metro quadrado (m”), o centimetro quadrado (¢m”) e o mi-
. 2
limetro quadrado (mm~).

Nao podemos realizar operagoes com unidades de areas distintas.
Por isso, utilizaremos uma tabela de conversao:

1000%x
I 1002 x 10%x *

2 ) — 2\ ———— 2
m cm mm
* 100%= 10? |

1000°+

A diferenca entre essa tabela e a que vimos nas unidades de
medida sdo os valores que estdo elevados ao quadrado. A ideia de
conversao se mantém a mesma, as flechas partem da unidade inicial
para a desejada, com a operacao que deve ser realizada.

Exercicio Resolvido 3.1. Escolha uma unidade de area para re-
solver as seguintes expressoes:

a) 0,5 m® + 1,5 cm® + 100 mm?

Solugao. Vamos deixar todas as unidades em centimetro qua-
drado. Utilizando a tabela de conversao, conseguimos conver-
ter 0,5 m? em cm? multiplicando 0,5 por 100™:
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d)

5)
)

0,5 - 1007 = 5000
= 0,5 m> = 5000 cm>
Para converter 100 mm” em ch, dividiremos 100 por 10°%:
100 : 10% = 1
2

= 100 mm2 =1cm

A expressdo serd calculada por:

5000 cm? + 1,5 em® + 1 cm? = 5002, 5 cm?

2 m? - 10 cm?

Solucao. Vamos deixar todas as unidades em metro qua-
drado. Utilizando a tabela de conversdo, conseguimos con-
verter 10 cm”® em m” dividindo 10 por 100%:

10 : 100° = 0,001

= 10 cm” = 0,001 m”
Agora podemos calcular a expressao:

2m” - 0,001 m* = 1,999 m”

Resolva os préximos itens:
60 mm” - 15 mm?> + 0,001 cm?
10000 cm® - 1 m? + 0,7 mm?

0,07 m® + 10 em? + 100000 mm?
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Devemos lembrar que a resposta final sempre deve ser acom-
panhada da unidade de drea correspondente. Caso a questdo nao
especifique, utilizaremos “u.a” (unidade de area).

Agora, vamos aprender a como calcular as dreas das figuras ge-
ométricas que ja vimos na tltima aula.

Um exemplo comum de
retdngulo é um campo de
futebol. Imagine que vocé
faz parte de um time que
quer trocar toda a grama do
campo, e vocé ficou encarre-
gado de calcular a area total e
passar o resultado para o ven-
dedor. Para isso, vocé precisa
calcular a medida da superfi-

cie, ou seja, calcular a medida do campo.

Agora, imagine que foi
passada uma malha quadri-
culada por todo esse campo,
como na imagem ao lado.
Uma forma intuitiva para cal-
cularmos essa area é contando
todos os quadradinhos. Apds
contar tudo, vocé conclui que
a area desse campo de fute-
bol é igual a 70 quadradinhos
de 10 m x 10 m, ou seja, a
area desse campo é igual a
7000 m”.

Vocé demorou muito tempo
para contar todos os quadra-
dinhos. Se perdeu varias ve-
zes e teve que recomegar a
contagem, mas fez o seu tra-
balho. Depois disso, vocé foi
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conversar com o seu amigo e contou toda essa histéria. Ele olhou
assustado para vocé e disse “Vocé contou todos os quadradinhos do
campo de futebol?”. Vocé respondeu que sim e perguntou o porqué
do espanto dele. Entao, ele pegou um papel e uma caneta para te
explicar outra forma de calcular essa area.

FEle desenhou um retangulo com o lado maior igual a 100 m e o
lado menor com 70 m, de acordo com o que vocé contou a ele. Em
seguida, ele te mostrou que ao multiplicar a base desse retdngulo
pela altura obteve a mesma medida que vocé, sem precisar contar
todos os quadrinhos.

100 m + 70 m = 100 - 70 m> = 7000 m>

Vamos formalizar esta ideia!

3.1.2 Area do Retangulo

Na imagem a seguir temos um retangulo ABCD com a altura
em azul e a base em vermelho.

A D

Para calcularmos sua area, vamos, primeiro, chamar a base de b
e a altura de h. E, entdo, sua area sera dada por:

A=b-h

Agora que vocé ja sabe como calcular a area de um retangulo,
veremos, em seguida, como se calcula a drea de um quadrado.
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3.1.3 Area do Quadrado

Quando a altura e a base do retdngulo possuem a mesma medida,
temos o caso especial de o quadrilatero ser o quadrado. Portanto,
se considerarmos a area do retangulo como:

A=b-h

e o quadrado sendo um quadrildtero em que base(b) = altura(h) =
lado(l), entdo temos:

A=1-1

E, portanto, a drea A do quadrado serd dada por:

A=

Uma forma comum de representar a area do quadrado é Ag.
J& vimos dois dos 5 quadrilateros regulares que estudamos na
ultima aula. Agora, vamos ver o cdlculo da area de um trapézio.

3.1.4 Area do Paralelogramo

A drea do paralelogramo, assim como a do retangulo, pode ser
calculada multiplicando a base b pela altura h. Vejamos as possiveis
representagoes de paralelogramos.

A B

J-__1

c

Note que a altura nao é igual a nenhum dos lados, como no
retdngulo ou no quadrado. A altura sempre serd o segmento de reta
que comeca em um vértice e vai até a base oposta a esse vértice,
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formando um angulo perpendicular e esta representada em verde na
figura anterior. A base desse paralelogramo sera o segmento DC'.

A=b-h

3.1.5 Area do Trapézio

O trapézio é o quadrilatero que possui apenas um par de lados
paralelos. Os lados paralelos serdo as bases, enquanto que a altura
serd o segmento perpendicular a elas. Na imagem a seguir temos a
altura em azul, e as bases em vermelho.

Na imagem acima temos as trés classificacbes de trapézios que
vimos anteriormente. Trapézio isdsceles, trapézio retangulo e tra-
pézio escaleno, respectivamente. Isso quer dizer que cada trapézio
tem um jeito de calcular a area? N&ao, nao se preocupe! Podemos
calcular a area de todos os trapézios de apenas uma forma.

Chamaremos de B a medida da base maior, de b a medida da
base menor e de h a medida da altura. Portanto, sua area é calculada
da seguinte forma:

B .
A:“#

3.1.6 Area do Losango

O dltimo quadrildtero que serd apresentado aqui é o losango.
Ele possui uma maneira diferente de calcular a sua area comparado
aos outros quadrilateros. Observe nas figuras, a seguir, as possiveis
representagoes de losangos.
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Assim como todos os outros quadrilateros, o losango possui duas
diagonais. Elas serdo muito importantes para calcularmos a drea
do losango. Vamos chamar de D a diagonal maior, destacada em
laranja, e de d a diagonal menor, destacada em rosa. Portanto, sua
area é calculada da seguinte forma:

D xd

A:Q.

Vocé percebeu que vimos todos os quadrilateros, mas ainda nao
vimos como calcular a area do tridngulo? Foi escolhido deixa-los
para depois, pois possuem um pouquinho mais de detalhes.

3.1.7 Area do Tridngulo

Para a area do tridngulo também utilizaremos a altura e a base,
porém teremos conceitos diferentes do ja que vimos. O tridngulo
possui trés casos de altura e base. Para cada caso teremos uma
altura relativa a um lado, o qual sera a base do tridngulo.

Tridngulos Retangulos

Em tridngulos retangulos, a altura sera um segmento que comega
num vértice V, intersectando perpendicularmente o lado oposto a
ele, o qual serd a base, que terminard em um vértice T. A figura a
seguir mostra o tridngulo retdngulo ABC com a altura em azul e a
base em vermelha:
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Na primeira e na segunda figura temos a altura e a base coinci-
dindo com os lados perpendiculares do tridngulo. Porém na terceira
figura, a altura é um segmento (pontilhado) que estd no interior
do tridngulo. Note que, neste caso, a base é o lado do tridngulo
intersectado perpendicularmente pela altura num ponto D. D.

Em todos os tridngulos, temos uma altura relativa a um lado.
Vamos ver isso em cada figura.

1° Figura: AB ¢ a altura relativa ao lado BC);
2° Figura: BC é a altura relativa ao lado AB;
3° Figura: BD como altura relativa a CA.

Tridngulos Acutiangulos

A imagem a seguir mostra os possiveis casos de um tridngulo
acutangulo ABC, e novamente a base estard em vermelho e a altura
estard em azul.

Teremos a mesma ideia da altura em relacao ao lado para cada
situacao.

Tridngulos Obtusangulos
Algo diferente ocorre para a altura do tridngulo obtusdngulo.
Apenas para esse primeiro caso, representado na figura a seguir,
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teremos a altura no interior do tridngulo.

Para os outros dois casos, teremos que prolongar o segmento da
base. Assim, teremos a altura perpendicular a base, como na figura
abaixo.

D.____

Apesar de serem casos e tipos de tridngulos distintos, o modo de
calcular a drea A de todos os tridngulos serda a mesma:

b-h
A==
Onde b é a base e h ¢ a altura do triangulo.

Uma outra forma comum de chamarmos a area do tridngulo é
Ap, e pelos vértices [ABC.

Exercicios Resolvidos

Exercicio Resolvido 3.2. Na imagem a seguir as figuras geomé-
tricas estdo numa malha quadriculada. Calcule [ABC], [DEFG]e
[HIJK]
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Solugdo. A malha é constituida por quadrados com quadradinhos
menores. Utilizaremos o lado do quadrado como a unidade de me-
dida. Para a area do quadrado DEFG, utilizaremos:

[DEFG] = I*
A partir da figura, temos [ = 2 u.m.:

[DEFG]=1"=2"=4
Entdao [DEFG] = 4 u.a.
Para a édrea do retangulo HIJK:
[HIJK]=b-h

Teremos a base b = 3 u.m. e a altura h = 2 u.m e portanto:

[HIJK]=b-h=3-2=6

Entdao [HIJK] = 6 u.a.
Por fim, para calcularmos a area do tridngulo:

b-h

A base b mede 2 u.m. e a altura h mede 3 u.m. e portanto:

9.
[ABC] = 73

6

Entao [ABC] = 3 u.a. i
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Exercicio Resolvido 3.3. Considere o tridngulo maior DEF e o
menor ABC na imagem a seguir. Se as bases medem F'D =2-CA =
8 cm e as alturas medem DE = 2+ AB = 6 cm, calcule a 4rea em
cinza.

D-

Solugdo. Para encontrarmos a drea cinza, devemos calcular [ DEF']
e descontar a drea [ABC].
Para [ DEF'] temos:

DF-DE 8-6 48
[DEF] = 5 =5 =5 =24

Entdo [DEF] = 24 cm®. Para [ABC]:

CA-AB
(apc] = €448

Pelo enunciado, temos:

2.CA=8 2.-AB =6

— 8 — 6

CA:§ AB:
=

=CA=4
Agora podemos calcular a area:

m-@_3-4_12_6
2 2 27

Entio [ABC] = 6 cm®. Fazendo a diferenca das duas dreas,
teremos a area cinza A.:

[ABC] =

A, =24-6=18

[ . . 2
Portanto, o valor da area cinza é 18 cm”. m|
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Exercicio Resolvido 3.4. (OBM - 2017 - Fase tnica, adaptado)
Alguns retdngulos podem ser divididos em um quadrado e quatro
retangulos menores iguais, de modo que todas essas cinco partes
podem ser reunidas para compor um novo quadrado.

a) Faga um desenho mostrando como um quadrado e quatro re-
tangulos iguais podem ser reunidos para formar um novo qua-
drado.

b) Mostre um retdngulo que pode ser dividido de acordo com a
exigéncia do enunciado e indique as medidas dos seus lados.

Solugdo. a) A seguir temos um exemplo de desenho que pode
ser feito.

[]

b) Se rearranjarmos os nossos quatro retangulos, podemos posicioné-

los da seguinte maneira:

= C

Nomeando os lados, como na figura acima, percebemos que

a=2-c = c=

[VIRS]

b=a+c
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Para descobrirmos o perimetro do retdngulo acima, precisamos
somar as medidas de seus lados:

Lado maior
b+a+b=2-b+a
=2-b+a=2-(a+c)+a=3-a+2c

:>3-a+2-c=3-a+2-%:4-a

Lado menor

2.c=22.2=
e C = .5_(1

Portanto, qualquer retangulo com lados 4 - a e a pode ser
dividido como nas ilustragoes acima.
O

Exercicio Resolvido 3.5. (OBMEP - 2018 - 1% Fase) Na figura
temos um retdngulo com area igual a 120 cm2, um circulo com area
igual a 81 em? e um tridngulo com area igual a 29 em?. Qual é a
diferenca entre a soma das areas das regioes azuis e a area da regiao
vermelha?

Solugao. Para comecar a resolver este exercicio vamos nomear cada
area conforme a figura a seguir.
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Podemos observar que a regido em azul é a soma de A + C e a
regido em vermelho é somente a area representada por E.

Queremos descobrir a soma das areas das regides em azul menos
a area da regido em vermelho, ou seja,

A+C-FE (1)

Observe que

A + B = area do retangulo
C + D = area do triangulo
B+ D + E = area do circulo

Portanto podemos reescrever a equagao (1) da seguinte forma:

A+C-E=(A+B)+(C+D)-(B+D+FE)

Substituindo os valores do enunciado encontramos:

A+C—-FE=120+29 - 81 = 68.

Portanto, a diferenca entre a soma das areas das regides azuis e
) . . 2
a area da regido em vermelho é 68 cm”. O
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Exercicios de Fixacao

1. Considere um trapézio de base maior 7 cm, altura 4 cm e area
2 .
27 em”, qual a medida da base menor?

b

Tem

2. Dado um quadrado de lado 4 ¢m. Se duplicarmos a medida
do seu lado, quanto medird sua nova area? Qual serd a razao
dessas areas? E qual serd a razao entre os lados?

3. Seja um quadrado de lado igual a 1 ¢m, dentro de um quadrado
de lado 2 ¢m. Calcule a area em verde.

2cm

4. Qual a medida do lado de um quadrado, sabendo que seu
perimetro e sua area possuem o mesmo valor?

5. Se um tridngulo retangulo estd grudado na lateral de um qua-
drado de lado 17cm, qual a area total da figura?
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6. Sabendo que AC' = 3 m, CD =4 m, e DF =1 m. Calcule
[ABC], [EF D], e do quadrado [BEDC:

B E

7. Determine a medida da diagonal menor de um losango cuja
4rea ¢ 21 em® e a medida da diagonal maior é de 7 cm.

Exercicios Propostos

1. (OBMEP - 2015) Os pontos destacados nos quadrados abaixo
sdo pontos médios dos lados. Quantos desses quadrados tém
area sombreada igual a 1/4 de sua &rea?

@

2. (OBMEP - 2017) A 4rea da figura é igual & soma das 4reas de
quantos quadradinhos do quadriculado?
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3. (OBMEP - 2010) A figura mostra um quadrado dividido em
16 quadradinhos iguais. A area em sombreado corresponde a

que fracao da area do quadrado?

4. (OBM - 2008) Juntando quatro trapézios iguais de bases 30
cm e 50 e¢m, como o da figura abaixo, podemos formar um
quadrado de area 2500 cm2, com um buraco quadrado no meio.

R L. 2
Qual é a area de cada trapézio, em cm”?

30cm

45° 45"
50 cm

5. (OBM - 2016) A figura apresenta quadrados de quatro tama-
nhos diferentes. A area do pequeno quadrado preto é 1 em?.
Qual é a area do quadrado maior ABCD?
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6. (OBM - 2016) O quadrado ABCD foi dividido em dois re-
tdngulos congruentes e mais dois quadrados cujas areas em
metros quadrados estdo indicadas na figura. Qual é a area do
quadrado ABC'D em metros quadrados?

A . B

121

7. (OBMEP - 2013) A figura representa um retangulo de area 36
m2, dividido em trés faixas de mesma largura. Cada uma das
faixas estd dividida em partes iguais: uma em quatro partes,
outra em trés e a terceira em duas. Qual é a area total das
partes sombreadas?
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8.

10.

(OBM - 2014) O retangulo da figura foi repartido em varias
regides por meio de trés segmentos concorrentes, sendo um
deles uma de suas diagonais e os outros dois paralelos aos lados
do mesmo. Os nimeros indicam as 4reas em m” das regioes
brancas em que se encontram. Qual é a area do retangulo
original?

24

a1

(OBM - 2005) Seis retangulos idénticos sao reunidos para for-
mar um retdngulo maior conforme indicado na figura. Qual é
a area deste retangulo maior?

2lcm

(OBMEP - 2008) A figura abaixo representa o terreno de Sinha
Vitéria. Esse terreno ¢ dividido em duas partes por uma cerca,
representada pelo segmento AC. A parte triangular ABC tem

area igual a 120 m?.
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11.

12.

13.

(a) Qual é a drea do terreno?

(b) Dona Idalina quer fazer uma nova cerca, representada
pelo segmento AF na figura abaixo, de modo a dividir o
terreno em duas partes de mesma area. Qual deve ser a
distancia CF?

nova cerca

(OBMEP - 2009) A figura mostra cinco tridngulos equilateros.
A que fragdo da area da figura corresponde a area sombreada?

(OBMEP - 2008) A regiao cinza na figura é um quadrado de
area 36 cm” que corresponde a g da 4rea do retangulo ABCD.
Qual é o perimetro desse retdngulo?

D C

(OBMEP - 2009) Na figura, o quadrado ABCD tem &rea
40 em®. Os pontos P,@Q, R e S sdo pontos médios dos la-
dos do quadrado e T é o ponto médio do segmento RS. Qual
é a area do tridngulo PQT?
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14.

15.

(OBMEP - 2016) Alice fez trés dobras numa folha de papel
quadrada de lado 20 ¢m, branca na frente e cinza no verso.
Na primeira dobra, ela fez um vértice coincidir com o centro
do quadrado e depois fez mais duas dobras, como indicado na
figura. Apds a terceira dobra, qual é a area da parte cinza da
folha que ficou visivel?

v\ =

12 dobra 22 dobra 32 dobra

(OBMEP - 2016) A figura abaixo foi desenhada sobre um qua-
driculado formado por nove quadradinhos, cada um com area
igual a 4 em?.
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(a) Qual é a érea total pintada de preto?
(b) Qual é a area total listrada?

(c) Qual é a 4rea total pintada de cinza?

16. (OBMEP - 2014) A figura é formada por dois quadrados, um
de lado 8 ¢m e outro de lado 6 cm. Qual é a area da regiao

sombreada?

17. (OBMEP - 2010) A figura mostra um quadrado com suas dia-
gonais e segmentos que unem os pontos médios de seus lados.
A 4rea em cinza corresponde a que fracdo da area do qua-

drado?

18. (OBM - 2007) A figura abaixo é formada por dois quadrados
de 4rea 100 cm? cada um, parcialmente sobrepostos, de modo
que o perimetro da figura (linha mais grossa) é igual 50 cm.
Qual é a area da regido comum aos dois quadrados, em c¢m”?
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€

19. Na figura abaixo F, F,G, H sdo pontos médios. Determine a
area do quadrilatero que esta faltando.

20. Na figura, ABCD é paralelogramo e AE = CF. Seja P um
ponto qualquer sobre o lado AB. Mostre que
(a) S5 =52+ 53
(b) Sl = 54 + Sﬁ




Aula 4
Angulos

Sempre ouvimos dizer que a Matema-
tica esta presente em tudo na nossa vida,
mas as vezes aprendemos um novo con-
teido na escola e parece que aquilo nao
se aplica ao nosso dia a dia.

J& pensou um engenheiro construir
uma coluna torta que sustenta varios an-
dares de um prédio? Esse é um exemplo
de como os dngulos sdo fundamentais para
a construcao civil.

Na imagem ao lado, temos uma boa
representacao de onde encontramos os an-

gulos e do porqué eles sdo tao importantes. Por isso, precisamos

aprender sobre sua construcao.

4.1 Formando angulos

Um dos conceitos geométricos primitivos que estudamos na pri-
meira aula é a reta. De maneira geral, ela pode ser entendida como
uma unido de infinitos pontos. Pensando dessa forma, serd que é
possivel dividi-14? Sim, ao escolhermos um ponto qualquer de uma
reta, ele passara a dividi-la em duas semirretas.

89
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Definicao 4.1. Dada uma reta r e um ponto pertencente a ela, este
ponto divide r em duas semirretas com mesma origem.

Com esta construcao definida, encontramos nossos angulos. Esse
objeto geométrico é a regidao interna da unido de duas semirretas
distintas com mesma origem. Ja vimos um pouquinho sobre ele no
primeiro capitulo. Observe a imagem a seguir para recordar.

Vocé lembra qual é notacdo de dngulo? Caso ndo se lembre,
nao tem problema, vamos relembrar agora. Podemos denotar o
angulo da figura anterior das seguintes formas: «, £ABC, ABC
ou simplesmente B.

Precisamos tomar cuidado quando utilizarmos a tltima nota-
¢ao. Na figura a seguir temos um exemplo de quando ndo podemos
denotar o d&ngulo apenas pelo ponto.

Note que quando chamamos o dngulo da imagem anterior de V,
nao sabemos se ele estd se referindo ao dngulo v ou .

4.2 Relacgoes entre angulos

4.2.1 Angulos Adjacentes

Se continuarmos observando a imagem anterior, podemos notar

—
que os angulos v e p tém o vértice V e a semirreta V' B em comum.
Isto significa que eles sdo d&ngulos adjacentes.
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Definicdo 4.2. Angulos adjacentes sao regioes distintas que pos-
suem um vértice e uma semirreta em comum.

4.2.2 Angulos Congruentes

Defini¢ao 4.3. Angulos que possuem mesma medida, porém sao
construidos de maneiras distintas, sdo chamados de A&ngulos con-
gruentes.

4.2.3 Angulos Suplementares

Definicdo 4.4. Angulos cuja soma sempre resulta em 180°, sdo
chamados de A&ngulos suplementares.

4.2.4 Angulos Complementares

Definicdo 4.5. Angulos cuja soma sempre resulta em 90°, sio
chamados de dngulos complementares.
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Como podemos descobrir a medida do dngulo F' JG na figura ao
lado?

Para descobrirmos essa medida, va-
mos usar a ideia da divisdo de uma reta

em duas semirretas. Pela figura, sabemos Je=
que o dngulo em vermelho é perpendicu-

. o , . »
lar; ou seja, mede 90" e também consegui- o

—_— —
mos identificar que JF e JH estao unidas
pelo ponto J, ou seja, elas formam uma l
reta. Entao, o angulo formado entre elas
é igual a 180°. Dessa forma, temos que

FJG +GJH =180°
FJG +90° = 180°
FJG =90°.

Sendo assim, podemos observar duas coisas. A primeira delas é
que os angulos F JG e GJH possuem a mesma medida, ou seja, sao
angulos congruentes. E, a outra observagao que podemos fazer é
em relacdo a soma dos dngulos em uma reta. Perceba que, pelo fato
de FJG e GJH estarem na mesma reta, ao somarmos, chegamos em
180°. Nesse caso, dizemos que eles sio dngulos suplementares.

A partir de agora vamos estabelecer varias relagoes de igualdade
entre angulos com a mesma medida, porém com estruturas diferen-
tes.

4.2.5 Angulos Opostos Pelo Vértice

Se duas retas distintas se interceptam em um tnico ponto, esse
ponto serd o vértice dos Angulos opostos pelo vértice (OPV).
Como podemos observar na imagem a seguir.
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Ou seja, o angulo a é oposto pelo vértice ao angulo «, assim
como, 3 é oposto a 3.
Proposicao 4.1. Angulos opostos pelo vértice tém a mesma me-
dida.

Portanto, RV S é congruente a QVP, assim como QVR é con-
gruente a PV'S.

4.2.6 Angulos Alternos Internos e Retas Paralelas

Considerando duas retas paralelas e uma terceira reta que as
intersecta (chamada de reta transversal), teremos dois pontos de
intersecgao, como podemos observar na figura abaixo.

P e @ sdo os pontos de intersecgao que servirdo de vértices. Os
angulos destacados na imagem sdo chamados de Angulos alternos
internos.

Proposicao 4.2. Angulos alternos internos tém a mesma medida.

Por isso, os angulos ¢ destacados, cujos vértices sdo formados
pela interseccao das retas paralelas r e s com a transversal ¢, sao



94 POTI/TOPMAT

congruentes. Sao eles que recebem o nome de angulos alternos in-
ternos.

Vimos que as retas paralelas sdo importantes para determinar-
mos os angulos alternos internos, mas como podemos ter certeza de
que duas retas sdo paralelas? E o que iremos descobrir a seguir.

Quinto Postulado de Euclides

Definigao 4.6. Duas retas sdo paralelas se, e somente se, os dngulos
alternos internos sdo congruentes.

Esse postulado nos garante que:

e Se duas retas paralelas forem cortadas por uma terceira reta,
entdo teremos angulos alternos internos;

e Se tivermos trés retas r, s, t, de tal forma que ¢ corte as duas
retas formando dngulos alternos internos, entao teremos r e s
paralelas.

Com o quinto postulado, podemos demonstrar qual é a soma
dos angulos internos de um tridngulo. Aconselho que vocé também
faca a demonstragdo a partir da explicacdo a seguir, para facilitar o
entendimento. -

Vamos construir um tridngulo AABC, a reta BC e a reta para-
lela a ela que passa por A:

«, B e v sdo os angulos internos do tridngulo AABC. Pelo
Quinto Postulado, temos que:

HAB =CBA=pe¢CAl = ACB =~
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Vimos que dada uma reta e um ponto pertencente a ela como
vértice do angulo, o angulo formado sera de 180°. Entdo teremos:

HAI =180°

Mas podemos escrever esse angulo como a soma de outros angu-
los:

HAI = HAB + BAC + CAI = 180°
Utilizando as igualdades do Quinto Postulado:

HAI = B+ BAC +~ = 180°

Ou seja:

HAI =B+a+~v=180"= a+ 3+~ =180".

A soma dos angulos internos de um tridngulo
sempre serd igual a 180°.

4.3 Angulos Internos

4.3.1 Angulos Internos de Tridngulos

Acabamos de ver que a soma dos angulos internos é sempre a
mesma. Porém, temos diferentes tipos de tridngulos, como ja estu-
damos anteriormente. Veremos, agora, quais sdo as caracteristicas
dos angulos internos dos tridngulos equilateros e dos triangulos isos-
celes. A demonstracido dessas afirmacoes serao feitas mais adiante,
nos proximos capitulos.
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O tridngulo & esquerda é isésceles, pois possui AB e BC con-
gruentes. Como consequéncia disso, temos que os angulos AeC
também sdo congruentes. Portanto, escrevendo a soma desses an-
gulos internos, teremos:

(@
1l
[
0.]
o

A+ B+
Como A = C:

B+2-C=180°

Dessa forma, podemos concluir que:

Se um tridngulo possui dois lados congruentes, ele também tem os
dois angulos da base congruentes. Logo, esse é um triangulo
is6sceles. Da mesma forma, se um triangulo possui dois angulos
congruentes, os dois lados opostos a esses dngulos sdo congruentes.

O tridngulo a direita é equildtero, pois possui os trés lados, DF,
FE e ﬁ, congruentes. E, como consequéncia, temos que os trés
angulos, D, F e E, também sdo congruentes. Portanto, escrevendo
a soma desses angulos internos, teremos:

o]

D+ FE+F=180°.
Como D = E = F:
3-D=3.F=3-E=180°.
E, portanto:
D=F=FE=60.

Sendo assim, podemos concluir que:
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Todo tridngulo equilatero possui todos os lados congruentes, assim
A . . . o]
como todos os dngulos internos iguais a 60 .

4.3.2 Angulos Internos de Qualquer Figura

Vimos a soma dos angulos internos de um tridngulo, mas como
poderiamos saber a soma dos angulos de qualquer figura geométrica
plana?

Apés observar as imagens acima, podemos perceber que a partir
de um vértice é possivel tragar segmentos de um vértice a outro de
maneira que varios tridngulos sdo formados. Notemos que:

e A figura em amarelo é formada por dois tridngulos, ARST
e ARUT. Cada tridngulo possui 180°. Portanto, podemos
concluir que a soma dos angulos internos desse quadrilatero é
igual a 360°.

e De forma andloga, a figura em azul possui cinco triangulos,
logo a soma dos angulos internos serd 5 - 180° = 900°.

e Por fim, a figura em laranja possui 8 tridngulos, logo a soma
dos angulos internos serd 8 - 180° = 1440°.

Perceba que existe uma relagdo entre a quantidade de vértices e
angulos. Complete a tabela abaixo com as figuras de 3, 4, 5,6, 7 e
8 vértices, e tente achar a seguinte relacgao:
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S =(v-2)-180°

Vértices | » Soma dos
Angulos Internos
3
4 360°
5
6
7 900°
8

Sendo v a quantidade de vértices da figura e S a soma dos an-
gulos internos da mesma.

4.4 Angulos Externos

Os tridngulos nao possuem apenas angulos internos. Um angulo
externo ao tridngulo é formado a partir de um lado e uma reta que
passa por outro, de modo que o vértice do tridngulo seja o vértice
do angulo.

A partir desse angulo iremos obter uma importante relacdo que
envolve dngulo externo e soma de dois angulos interno do triangulo.
Considere o tridngulo ABC' e um angulo externo ¢ como na imagem
a seguir.

Pela soma dos angulos internos do tridngulo teremos:

ABC + BCA + CAB = 180°.
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Mas sabemos que:

0+ ABC = 180° = ABC = 180° - 6.

Substituindo esse valor que acabamos de encontrar na equagio
da soma dos angulos internos, teremos:

(180° = 0) + BCA+ CAB = 180°
BCA + CAB =180° - (180° - 0)
BCA+CAB =6
=0 =BCA+CAB

Isso significa que a medida do dngulo externo ¢ igual a soma
dos dois angulos internos do tridngulo que ndo compartilham
vértice com o angulo externo.

Exercicio Resolvido 4.1. (OBMEP - 2015) Jilia dobrou varias
vezes uma tira retangular de papel com 3 cm de largura, como na
figura. Todas as dobras formam um angulo de 45° com os lados da
tira. Qual é o comprimento dessa tira?

3cm

N
&

P
wr

o> ]5 cm

4 cm
R A
-w W

Solugao. Primeira observacao importante a se fazer é que o dltimo
pedacinho da tira estd dobrado, entdo precisamos desdobrar para
realizar as contas. Vamos nomear os pontos, na figura abaixo, para
facilitar o entendimento.
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A-.B
D.-.C

Note que nos segmentos AB e C'D temos 2 vezes a largura da
fita mais 4 em, logo AB = CD = 10 cm. Agora, os segmentos AD
e BC medem 5 c¢m. Por fim, observe que o pedacinho da tira que
estava dobrado mede 3 ¢m, e iremos chamar de A. Entéao,

comprimento da tira = AB+ BC + CD+ DA+ A

Portanto, o comprimento dessa tira é igual a 33 cm. O

Exercicio Resolvido 4.2. (OBMEP - 2019 - Adaptado) A formi-
guinha da OBMEP iniciou uma caminhada indo para o norte (N) e
encontrou ao longo de seu trajeto a seguinte sequéncia de placas:

CIOICIOIOICIOIC)

Toda vez que encontrou uma placa ela virou 90° para o lado
indicado, continuando depois em linha reta até a préxima placa.
Em qual sentido cardinal ela passou a andar apds passar pela dltima
placa?

Solugao. Sabemos que a formi-
guinha comegou sua caminhada an- ®
dando para o Norte, para desenhar l*(@
seu trajeto, vamos imaginar que ela
partiu do ponto A.

Apés observar o caminho per-
corrido pela formiguinha na imagem

ao lado, podemos concluir que para @l—b

ela chegar ao destino final (ponto
B), ela estava andando na direcdo :
Sul.
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Exercicio Resolvido 4.3. (OBMEP - 2019) O segmento AB de
comprimento 16 ¢m é o didmetro de um circulo de centro O. Uma
reta secante corta o circulo em C e D e a reta AB em P, como
indica a figura a seguir. Se OD = DP e 2£APC = 18°, qual o valor
do angulo £ AOC?

Solugao. Vamos comegar nossa resolugao inserindo as informagoes
do texto na nossa figura.

18°

Como dois lados do nosso tridngulo tém a mesma medida sabe-
mos se trata de um tridngulo isésceles. Portanto, sabemos que os
angulos O e P possuem a mesma medida, que é 18°.

A partir disso, podemos descobrir o angulo D no AODP, pela
soma dos angulos internos.

o

O+D+P =180



102 POTI/TOPMAT

18° + D +18° = 180°
= D = 144°

Agora, podemos descobrir a medida do &ngulo 2ODC.

20DC + £ODP = 180°
20DC + 144° = 180°
= ,0DC = 36°.

Como CO = DO, entdo £ODC = £OCD = 36°. Portanto, pela
soma dos angulos internos nesse triangulo COD:

20CD + 200D + 2£0DC = 180°
36° + 2COD + 36° = 180°
= 2C0D = 108°.
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Para descobrir o angulo £AOC, basta fazer a conta

2AOC + 2C0OD + £DOP = 180°
2AOC +108° +18° = 180°
= 2 AOC = 54°.

Exercicios de Fixacao

1. Das afirmagoes a seguir, identifique a(s) verdadeira(s) e corrija
a(s) falsa(s).

a)

b)

c)

Se duas linhas formam um angulo de 90° entre si, entdo
elas sdo paralelas.

Se duas retas ndo possuem ponto de intersecc¢ao, elas sdo
perpendiculares.

Se a soma da medida de dois dngulos de um tridngulo
é igual a 100°, entdo com certeza um angulo externo ao
triangulo possui 100°.

O nome que damos para o angulo com valor de 90° é
angulo reto.

Angulos congruentes possuem mesmo valor, e por isso sao
angulos iguais.

Se £TOP e £50M sao opostos pelo vértice, entdo o valor
do primeiro dngulo é o dobro do segundo.

E possivel construir um tridngulo equildtero ABC' com
A=90°, B=60"eC =30
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2. A figura a seguir trata de um caso OPV. Qual o valor de x?

z 412 2x — 40

3. Qual o valor de y na figura abaixo?

4. A soma de um angulo interno com seu externo correspondente
vale sempre:

]

c) 90° d) 180° e) 360°

5. Dada a figura a seguir, quais os valores de a, c e d?
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6. Dada a figura a seguir, qual o valor de z?

7. Calcule o valor de z, y e z.

8. Qual o valor de = e y na imagem a seguir?

t

135°

— :
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9. A imagem a seguir possui duas figuras.

(@) (ii)

A figura (i) é um pentdgono com todos os lados iguais e todos
os seus angulos congruentes. A figura (ii) é um paralelogramo.

a) Qual o valor de y?
b) Qual o valor de x?
10. Qual o valor do adngulo externo das figuras a seguir, sabendo

que (i) é um tridngulo equildtero e (ii) é um tridngulo isésceles,
com angulo de 45° na base?

(i)

Exercicios Propostos

1. Uma tira de papel retangular é dobrada ao longo da linha
tracejada, conforme indicado, formando a figura plana abaixo.
Qual a medida do angulo x?
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A50° X

2. (OBM - 2005) Na figura a seguir temos dois tridngulos equi-
lateros. Determine o valor de z.

3. (OBM - 2014) Na figura abaixo, ABCDFE é um pentdgono re-
gular e FF'G é um tridngulo equilatero. Determine a medida,
em graus, do dngulo £AFEG.

4. (OBMEP - 2005 - ADAPTADA) Qual é a medida do menor an-
gulo formado pelos ponteiros de um relégio quando ele marca
12 horas e 30 minutos?
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5. Na figura, quanto vale x?

6. (OBM - 2006) Na figura, AB = AC, AE = AD e o angulo
£BAD mede 30°. Entdo o angulo x mede ...

7. (OBMEP - 2009) Encontre BAD, sabendo que DAC = 39°,
AB = AC e AD = BD.

m
=)
0

8. Na figura abaixo temos um pentagono regular, um quadrado e
um tridngulo equildtero, todos com a mesma medida de lado.
Determine a medida, em graus, do angulo 2£QCE.
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9. (OBMEP - 2005) O triangulo ABC' é is6sceles de base BC e
o angulo £BAC mede 30°. O tridngulo BCD é isésceles de
base BD. Determine a medida do dngulo £DCA.

A

10. (OBMEP - 2014) Na figura, os pontos A, B e C estdo alinha-
dos. Qual é a soma dos angulos marcados em cinza?

11. (OBMEP - 2006) Na figura temos B = 50°, AD e CD dividem
os dngulos A e C' em duas partes iguais, respectivamente. Qual
é a medida do angulo ADC?
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12.

13.

(OBMEP - 2009) No triangulo ABC' temos AB = AC e os
cinco segmentos marcados tém todos a mesma medida. Qual
é a medida do angulo £BAC?

C

(OBM - 2016) Na figura, os quadrados cinzentos tém um vér-
tice comum e o quadrado maior tem um vértice de cada um
desses quadrados em seus lados. As medidas de alguns dngu-
los, em graus, estdo indicadas na figura. Qual é o valor de
X7

47° 122°
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14. (OBMEP - 2011) Construimos dois tridngulos equildteros ABE
interno e BFC externo ao quadrado ABCD. Prove que os
pontos D, E e I se localizam na mesma reta.

15. (OBM - 2006) Trés quadrados sdo colados pelos seus vértices
entre si e a dois bastoes verticais, como mostra a figura.

A medida do angulo = é ...

16. (OBM - 2016) Na figura a seguir sabe-se que ABCDEFGH
é um octogono regular, ABIJK é um pentagono regular e
ABLM é um quadrado. Determine a medida em graus do
angulo £ LCT denotado na figura pela letra 6.
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17. (OBM - 2008) Considere o seguinte hexdgono:

Com cépias desse poligono podemos cobrir todo o plano, sem
sobreposi¢oes, como mostra a figura a seguir.

(a) E possivel cobrir o plano com cépias de um pentigono
regular?

(b) Seja ABCDE um pentdgono com todos os lado iguais
e tal que a medida do angulo interno nos vértices A e
B sao £A = 100° e 2B = 80°. Mostre como é possi-
vel cobrir todo o plano com cépias desse pentagono, sem
sobreposigoes.
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18. (OBMEP - 2007)

(a) Complete a tabela abaixo, lembrando que a soma de to-
dos os angulos internos de um poligono regular de n lados
é (n—2)x180°.

n | Soma dos dngulos | Angulo interno
internos

3 180° 60°

4 360° 90°

5

6

8

Dizemos que trés ou mais poligonos regulares se encaixam
se é possivel coloca-los em torno de um vértice comum,
sem sobreposicao, de modo que cada lado que parte desse
vértice é comum a dois desses poligonos. Na figura vemos
dois exemplos de poligonos que se encaixam.

(b) Um quadrado e dois octégonos (poligonos regulares de
oito lados) se encaixam? Justifique sua resposta.

(¢) Um tridngulo equildtero, um heptagono (poligono regular
de sete lados) e um outro poligono se encaixam. Quantos
lados tem esse poligono?

19. (OBMEP - 2008) Na figura, ABC'D é um paralelogramo de
4rea 20 em” e lados medindo 4 em e 6 cm. Os pontos M, N, P
e () sao os centros dos quadrados construidos sobre os lados
do paralelogramo.
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(a) Calcule a area do poligono AM BNCPDQ.
(b) Mostre que os angulos 2MAQ e £M BN tém a mesma
medida.

(¢) Mostre que M N PQ é um quadrado e calcule sua érea.

20. (OBMEP - 2009) Na figura, AOD e BOY sio angulos retos e
a medida de DOY esté entre 40° e 50°. Além disso, os pontos
C e Y estdo sobre a reta r, enquanto D e E estdo sobre a reta
s.




Aula 5

Geometria 3D

5.1 Solidos

Vocé sabia que uma latinha de refrige-
rante, os dados de joguinhos, a casquinha
do sorvete, a bola de futebol, entre mui-
tos outros objetos do nosso cotidiano sao
exemplos de sélidos? Mas, o que é um
solido?

Os sélidos sao objetos geométricos que
possuem altura, comprimento e largura
(ou profundidade). Observe a imagem.

Note que as regides externas desses s6-
lidos formam figuras geométricas planas,
iguais as que estudamos nos capitulos an-
teriores. HEssas regides recebem o nome de
faces.

Paralelepipedo

Paralelepipedo é um sélido geométrico que possui 6 faces retan-
gulares, 8 vértices e 12 arestas, como podemos observar na imagem

a seguir.

115
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Vocé sabe onde podemos encontrar
este sélido? Nas caixas de bombons, nos
tijolos, nas caixinhas de leite, nas caixas
de sapato... Vocé consegue identificar al-
gum objeto que tenha na sua casa no for-
mato de paralelepipedo? Qual(is)?

Agora, vejamos as nomenclaturas dos elementos do paralelepi-

pedo.

Faces Opostas: Duas faces sdo di-
tas opostas se estiverem “de frente” uma

a outra, como destacado em vermelho na

figura ao lado.

Note que o par de faces opostas sao .

sempre figuras geométricas iguais.

Bases: podem ser classificada em su-
perior ou inferior. Se pensarmos que o paralelepipedo esta apoiado
numa mesa (plano) apenas uma face ficard em contato com a mesa.
Essa face é chamada de base inferior, destacada em azul na figura
abaixo, enquanto que a face oposta serd chamada de base superior,

destacada em verde.

Faces Laterais: sio todas as faces,
exceto as bases. Sdo as faces ndo pintadas
na figura anterior.

Agora vamos planificar este paralele-
pipedo, ou seja, vamos “abrir” o sélido.
Observe a imagem abaixo.

Note que a planificagao facilita a visualizacdo dos elementos pre-
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sentes no sélido. Em azul temos a base inferior, em verde a base
superior e em vermelho as faces laterais.

Agora que ja descobrimos todos os componentes de um parale-
lepipedo, vamos calcular sua drea. Observe que a area total, Ap,
pode ser calculada da seguinte maneira:

A = Abase + Alateral

Nesse momento, vamos reorganizar nossa planificacdo. Além
de identificar os vértices das figuras, devemos observar que alguns
retangulos tem mesmo tamanho e consequentemente possuem areas
iguais. Por isso, iremos identificar cada par de retangulos congruos
com cores diferentes.

C D
A B E F G
NDOM Jood H
L K

Sendo assim, temos que

Apase = AlBEIM] = AlFGHT]
Para calcularmos a area lateral, vamos primeiro calcular a area
dos retangulos roxo e rosa.
Avoro = AlaBMN] = AEFLT]
Arosa = ABeDE] = AlJKLM]

Entao, temos que a area lateral sera:

Alateral =2- Aroxo +2- Arosa

Portanto, a area total sera igual a:
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A1 =2+ Apase + 2+ Arogo + 2+ Arosa

Exercicio Resolvido 5.1. Se a seguinte caixa possui comprimento
de 7 m, altura 2 m e largura 2 m. Calcule a area da superficie:

H

(@]

Solugao. Primeiramente, vamos planificar a caixa:

Note que temos quatro retangulos que possuem a mesma drea
e dois quadrados com a mesma area. Para calcularmos a drea da
superficie temos que calcular a drea dos retdngulos (A7) e a drea dos

quadrados (As).
A =4-(AB-BC)=4-(7-2) =56 m’
Ay =2-(BF-BC)=2-(2-2)=8m"

Portanto, a drea de superficie A, sera:
A, = A+ Ay = +2-4 =56 + 8 = 64 m™.

O
O que aconteceria se a medida da altura, do comprimento e da
largura fossem iguais? Vejamos a seguir.
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Cubo

E um sélido geométrico que possui 6
faces quadradas, 8 vértices e 12 arestas.
Além de todas as faces formarem a mesma
figura plana, todas as arestas possuem
a mesma medida. Observe ao lado um
exemplo.

Vocé sabe onde podemos encontrar
este sélido? Nos cubos méagicos, nos da-
dos, em porta canetas, nos puffs ... Vocé

consegue identificar algum objeto que tenha na sua casa no formato

de cubo? Qual(is)?

Assim como fizemos anteriormente, vamos destacar os elementos

presentes na estrutura do cubo:

Bases: podemos classificar em infe-
rior e superior, como dito anteriormente.
A base inferior estd destacada em roxo na
figura ao lado e a base superior, em azul.

Faces Laterais: sdo todas as faces,
exceto as bases. Sdo as faces nao pintadas
na imagem.

Observe na imagem abaixo a planificacdo do cubo.

Em azul e roxo temos as bases e em rosa, as faces laterais. Note
que, como todas as faces sdo quadradas de lados iguais, as seis areas
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também serdo iguais. Chamando os lados de I, podemos somar a
area dos seis quadrados para obtermos a area da superficie, A:

Ap =P+ P+ +P+P+1%=6-1°

5.2 Volume de Sdlidos

Vocé ja deve ter visto uma garrafa com informacao de quantos
litros (1) ou mililitros (ml) ela possui de 4gua ou suco. Essa informa-
¢ao serve para indicar o volume da garrafa, mostrando a capacidade
de liquido dentro dela.

Para calcularmos o volume dos sélidos apresentados, utilizare-
mos trés medidas: comprimento, altura e largura. Para isto, basta
multiplicarmos essas medidas, da seguinte forma:s:

V=b-h-l

V — Volume do sélido

b — comprimento da base (do sélido)
h — altura do sdélido
1 — largura do sdélido

Na figura ao lado, temos um paralele-

pipedo no qual o comprimento b esté des- o '
1
tacado em vermelho, a altura h, em azul, A = J
1
e sua largura [, em amarelo. Portanto, o EEEEEEE -
seu volume € igual a : ; :
V=0b-h-I

Como todos os lados do cubo possuem
a mesma medida, temos que b = h = [,
entao seu volume ¢é igual a

V=l-l-1=0 ST
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Portanto, obtemos o volume do cubo elevando a medida do seu
lado ao cubo.

Assim como quando estudamos areas vimos que existe a unidade
de area, aqui veremos as unidades de volume.

Unidades de Volume

As unidades que utilizaremos com mais frequéncia serdo metro
ctibico (mS), centimetro cibico (cm3) e milimetro cibico (mmg)
Assim como na unidade de medida de area, ndo podemos realizar
operacoes com unidades de volumes distintas. Para isso, utilizare-
mos também uma tabela de conversao:

1000° x
| 100%x 103x *
() — ()=
m | o | cm | | mm
] 1003+ 10%+ |
10003+

Assim como as tabelas de conversbes anteriores, as setas estéo
partindo da unidade inicial para a desejada. A diferenca é que agora
todos os valores estao elevados ao cubo.

Exercicios Resolvidos
Exercicio Resolvido 5.2. Converta as unidades de volume:

(a) 225 m® em cm”’.
Solugao. Para convertermos a unidade de m? para cm® de-
vemos multiplicar 225 por 1003, portanto:

225 - 100 = 225 - 1 000 000 = 225 000 000

E portanto o resultado da conversao é 225 000 000 cm®. O

(b) 123,45 mm® em cm®.
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Solugao. Para convertermos a unidade de mm® para cm3,
devemos dividir 123,45 por 10°:

123,45 : 10° = 123,45 : 1 000 = 0, 12345

E portanto o resultado da conversao é 0,12345 cm®. O

Resolva os préximos itens.

(c) 20,21 m® em em®. (d) 3141592 cm® em m?.

Exercicio Resolvido 5.3. Na imagem a seguir temos um cubo
vermelho grudado num paralelepipedo lilas. Calcule o volume desses
solidos a partir das situagoes apresentadas nos itens a seguir:

(a) EH =2m; AB=3m; BF =1m.
Solugao. Podemos calcular o volume do cubo, (V,), elevando
EH ao cubo, portanto:

V.= (EH)’=2°=38

Para o volume do paralelepipedo, notemos que o comprimento

mede AB, a altura mede BF, e a largura mede BC. Sé que
BC = AD = EH. Logo, o volume V,, serd:

V,=AB-BF-EH =2-3-1=6
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Portagto, o volume do cubo é igual a 8 m® e do paralelepipedo
é6m". O

Para praticar, resolva vocé mesmo os proximos itens.
(b) LM =2 mm; AB =4 mm; BF =3 mm; BC =2 mm.
(¢c) AE=FEL=2cm; EF =5 cm.

Exercicio Resolvido 5.4. O Professor Luiz sabe fazer grandes
cubos de gelo. Um dia, o professor decidiu fazer um experimento:

* Pegou uma caixa com formato cibico de lado 1 m.

* Colocou varios cubos de gelo, como na figura a seguir:

Ele observou que os cubos ocuparam totalmente o canto da
caixa. Considerando a imagem e informagoes anteriores,

(a) faltam quantos cubos de gelo para ocupar toda a caixa?

(b) Quantos litros tém cada cubo de gelo?

Considere que 1 m> = 1000 litros.

Solugao. Vamos chamar a aresta da caixa de A, e a aresta do cubo
de gelo de a. Para a questao (a), notemos que existem 10 cubos de
gelo na aresta da caixa, entdo podemos afirmar que:
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A=10-a
Ou seja, a aresta da caixa equivale a 10 arestas do cubo de gelo.
Para calcularmos a capacidade maxima de cubos de gelo, precisamos
do volume da caixa.
V=4

Substituindo A = 10 - a, teremos:

V =(10-a)’
V =1000-q°
Isso significa que a caixa equivale a 1 000 cubos de gelo. Agora,
vamos calcular a quantidade F' de cubos de gelo que faltam para
preencher a caixa subtraindo a quantidade inicial I:

F=1000-1

Pela imagem temos que I = 10, entao:

F =1000-10
= F =990

Logo, faltam 990 cubos de gelo para ocupar toda a caixa. Ob-
serve que nao utilizamos valores numéricos, apenas algébricos. Agora,
vamos resolver utilizando valores numéricos. Como a aresta da caixa
equivale a 10 arestas do cubo de gelo, temos:

A=1m=10-a
=a=0,1m

Calculando o volume V' da caixa teremos:

v=2A>
V=1
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=V=1m

Agora o volume v do cubo de gelo:

3
v=a

v=(0,1)°
3
= v =0,001 m

Ou seja, cabem 1 000 cubos na caixa. Como existiam 10 no
inicio, faltam 990 cubos de gelo para ocupa-la totalmente.

(b) Utilizando a expressao algébrica acima, e que 1 m® =10001
(litros) temos:

v = 0,001 m®

Como temos um milésimo de metro ctibico, teremos um milésimo
de 1 000 1, portanto:

v =0,001-1 000 {

Ou seja:

v=1I1

Logo, cada cubo de gelo tem 1 litro. O

Exercicio Resolvido 5.5. (OBM - 2017) Jacira tem muitos cubi-
nhos cujos lados medem 1 ¢m, 2 ecm ou 3 ¢m. Assim, por exemplo,
ela tem duas maneiras diferentes de obter um cubo cujo volume é
8 em”®: uma delas é montar um cubo com 8 cubinhos de 1 cm de
lado e a outra é simplesmente pegar um cubo com 2 c¢m de lado,
como mostrado na figura. Note que dois cubos de mesmo volume
sdo obtidos de maneiras diferentes se, e somente se, sdo montados
com diferentes niimeros de cubos.
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(a)

(b)

De quantas maneiras diferentes ela pode obter um cubo com
volume de 27 em®?

De quantas maneiras diferentes ela pode obter um cubo com
volume de 64 cm®?

Solucado. (a) Queremos construir um cubo com 27 em”. Sabendo

que quando um cubo tem lado a, calculamos seu volume como
a-a-a = a". Para isso, temos que o seu lado deve medir 3 cm.
Utilizando as pecas de Jacira, podemos monta-lo das seguintes
maneiras:

— 27 cubinhos de 1 ¢m de lado;
— 1 cubinho de 2 ¢m de lado e 19 cubinhos de 1 cm;
— 1 cubinho de 3 ¢m de lado.

Portanto, existem 3 maneiras distintas de montarmos um cubo
3 . ..
de 27 ¢m” com as pecas disponiveis.

, 3 ~
Se o volume do cubo é igual a 64 ¢m”, entdo seu lado mede
4 ¢cm. Podemos montéa-lo das seguintes maneiras:

— 64 cubinhos de 1 ¢m de lado;
— 1 cubinho de 2 ¢m de lado e 56 cubinhos de 1 ¢m de lado;

2 cubinhos de 2 em de lado e 48 cubinhos de 1 em de
lado;

6 cubinhos de 2 em de lado e 16 cubinhos de 1 em de
lado;
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— 7 cubinhos de 2 ¢m de lado e 8 cubinhos de 1 ¢m de lado;
— 8 cubinhos de 2 cm de lado;

— 1 cubinho de 3 em e 37 cubinhos de 1 e¢m.

Portanto, existem 10 maneiras distintas de montarmos um
3 . .
cubo de 64 cm” com as pecas disponiveis.
O

Exercicio Resolvido 5.6. (OBM - 2015)

Em um mercado Vinicius estava empilhando caixas mas deu seu
horario de ir embora. As caixas que conseguiu empilhar aparecem na
figura abaixo na esquerda. Sua colega Lana comegou seu turno logo
em seguida para terminar a tarefa. Lana terminou a tarefa e a pilha
de caixas ficou como mostra a figura abaixo na direita. Quantas
caixas Lana teve que colocar na pilha de Vinicius para chegar no
resultado final?

Solugao. Podemos observar que Lana formou um cubo 4 X 4 X 4
com as caixas que empilhou. Portanto, sabemos que no total foram
empilhadas 4-4-4 = 64 caixas. Se observarmos as pilhas que Vinicius
empilhou, podemos notar que as colunas de caixas tem tamanhos
diferentes.

* A coluna mais ao centro, possui 4 caixas;
* As duas imediatamente ao seu lado tém 3;
* As trés que estao ao lado das pilhas de trés, tém 2 caixas cada;

* E as quatro mais a frente, possuem apenas uma caixa cada.
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Sabemos, entdo que Vinicius empilhou

144+42-3+3:2+4-1=4+6+6+4 =20 caixas.

Subtraindo esse valor do total, sabemos que Lana empilhou 44
caixas. O

Exercicio Resolvido 5.7. (OBMEP - 2015) Pedrinho colocou 1
copo de suco em uma jarra e, em seguida, acrescentou 4 copos de
agua. Depois decidiu acrescentar mais agua até dobrar o volume
que havia na jarra. Ao final, qual é o percentual de suco na jarra?

Solugao. Para resolver este exercicio precisamos lembrar que Pe-
drinho utilizou o mesmo copo para medir o suco e a agua. Apds
colocar 1 copo de suco e 4 copos de dgua em uma jarra, o volume de
liquido nesta jarra é igual a 5 copos. Ao dobrar o volume temos um
total de 10 copos, sendo 1 copo de suco e 9 copos de dgua. Portanto,
o percentual de suco na jarra é de 10%. O

Exercicios de Fixacao

1. Na figura a seguir temos um paralelepipedo vermelho e um
cubo verde.

Calcule a area da superficie para as seguintes situagoes:

(a) AB=2m; BF =1m; BC=25m;IJ=3nm.
(b) AD =15 cm; DC =10 cm; CG = 7 cm; LK = 0,1 cm.
2. Considere as medidas a seguir pertencentes ao paralelepipedo.

Sendo h = altura, p = profundidade e ¢ = comprimento,
calcule o volume em m” e em cm” para cada item:
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(a) h =200 cm (b) h=10m (c) h=1m
p=55cm p:0725m p:lcm
c=3cm c=3m c=1mm

3. Se um cubo possui face de 34 mm, qual a area da sua super-
ficie?

4. Rosane faz caixas de papeldo sem tampa com base, altura e
profundidade medindo 3 m, 4 m, e 5 m, respectivamente. Qual
¢é a area da superficie e o volume dessa caixa? Note que a caixa
nio tem tampal!

5. (OBMEP - 2017) Zequinha tem trés dados iguais, com letras
O,P,Q, R, SeT emsuas faces. Ele juntou esses dados como
na figura, de modo que as faces em contato tivessem a mesma
letra. Qual é a letra na face oposta a que tem a letra T?

C

6. (UFMG - 2008) Considere um reservatorio, em forma de para-
lelepipedo retangulo, cujas medidas sdo 8 m de comprimento,
5 m de largura e 120 ¢m de profundidade. Bombeia-se dgua
para dentro desse reservatorio, inicialmente vazio, a uma taxa
de 2 litros por segundo. Com base nessas informacoes, é COR-
RETO afirmar que, para se encher completamente esse reser-
vatoério, serdo necessarios:

(a) 40 min (b) 240 min  (c¢) 400 min  (d) 480 min

7. Uma caixa d’agua tem espaco interno na forma de um cubo
com 1m de aresta. Retira-se um litro de d4gua da mesma, o
que baixa o nivel em seu interior. De quanto baixa esse nivel?
(Dica: 1 m® = 1 000 1)



150 POTI/TOPMAT

8. Quantos vértices, arestas e faces possuem as figuras a seguir?
Visualmente, por que as figuras (i) e (iii) possuem as mesmas

quantidades?

9. Em dias de calor, é bom entrar na piscina e se divertir. Muitas
vezes, levamos boias ou outros brinquedos para a diversao ficar
maior. Na figura a seguir, estdo dados os valores da largura,
comprimento e profundidade da piscina.

}30cm
1,70m

3m

™m

(a) Qual o volume da dgua na piscina?

. . 3
(b) Se um brinquedo com volume igual a 250m~ é colocado
na piscina, o que aconteceria com o nivel da agua?

(c) Se a agua estivesse até a borda, quantos litros teriam esta
piscina? (1 m® =1 000 L)

10. Dado um cubo de lado L, o que acontece

(a) com o volume, se dobrarmos o valor do lado?

(b) com os lados, se duplicarmos o valor do volume?

11. Dobrando o paralelepipedo a seguir nas linhas tracejadas, qual
seu volume?
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ldem

_______ |
4 13em

——-
10ecm

Exercicios Propostos

1. (OBM - 2006) Com a parte destacada da folha retangular a
seguir, pode-se montar um cubo. Se a area da folha é 300 em?
, qual é o volume desse cubo, em em>?

2. (OBM - 2015) Juliana fez a planificacdo de uma caixa de pa-
peldao com duas faces brancas, duas pretas e duas cinzentas.
As faces brancas tém 4rea de 35 cm” cada uma, as faces pretas
tém drea de 21 cm” cada uma e as cinzentas, 15 em? . Qual é
o volume da caixa?

3. (OBMEP - 2005) Emilia quer encher uma caixa com cubos de
madeira de 5 ¢m de aresta. Como mostra a figura, a caixa
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tem a forma de um bloco retangular, e alguns cubos ja foram
colocados na caixa.

(a) Quantos cubos Emilia j& colocou na caixa?

(b) Calcule o comprimento, a largura e a altura da caixa.

(c) Quantos cubos ainda faltam para Emilia encher a caixa
completamente, se ela a continuar a empilha-los conforme
indicado na figura?

4. (OBM - 2002) Num armazém foram empilhadas embalagens
ctbicas conforme mostra a figura a seguir. Se cada caixa pesa
25 kg, quanto pesa toda a pilha?

5. (OBM - 2013) Esmeralda esté construindo um paralelepipedo
usando blocos menores iguais. Para terminar sua tarefa, quan-
tos blocos Esmeralda ainda deve colocar?
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6. Qual é a area total, ou seja, a soma das areas das faces de um
. , 39
cubo cujo volume é 125 cm™1

7. Frederico ganhou uma bola “quadrada” (uma bola em formato
de cubo) de aniversario e, para leva-la em sua mochila para
a escolinha de futebol, Frederico precisa saber quais sao as
medidas de sua bola nova. Ao ler a embalagem, viu nas espe-
cificagdes que o volume da bola era de 8.000 em®. Quais sdo
as dimensoes da bola de Frederico?

8. (OBM - 2005) Um carpinteiro fabrica caixas de madeira aber-
tas na parte de cima, pregando duas placas retangulares de
600 cm” cada uma, duas placas retangulares de 1200 em? cada
uma e uma placa retangular de 800 em? , conforme represen-
tado no desenho. Qual é o volume, em litros, da caixa? Note

. 3
que 1 litro =1 000 cm”.

9. (OBM - 2015) Esmeralda cola cubinhos brancos para montar
cubos maiores. Depois de montar os cubos maiores, ele pinta
algumas faces dos cubinhos de verde ou de amarelo.

(a) Depois de montado um cubo grande, Esmeralda pintou
de verde as faces dos cubinhos com trés faces visiveis e
de amarelo as faces dos cubinhos com duas faces visiveis.
Apés a pintura, sdo visiveis no cubo grande exatamente
120 faces pintadas de amarelo. Quantas faces visiveis
permaneceram brancas?

(b) Depois de montar um cubo com oito cubinhos, Esmeralda
pintou trés faces do cubo maior de verde e trés faces de
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10.

11.

12.

amarelo. No méximo, quantos cubinhos tiveram duas
faces pintadas de verde e uma face pintada de amarelo?

(OBM - 2013) O ourives Carlos tem um cubo de madeira de
arestas de 10 centimetros. Ele retira cubos de 2 centimetros
de aresta de cada vértice do cubo e cola sobre toda a superficie
do sélido resultante uma folha fina de ouro ao prego de 8 reais
por centimetro quadrado. Sem desperdicios, qual é o custo em
reais dessa cobertura?

(OBM - 1998) Pintam-se de preto todas as faces de um cubo
de madeira cujas arestas medem 10 centimetros. Por cortes
paralelos as faces, o cubo é dividido em 1 000 cubos pequenos,
cada um com arestas medindo 1 centimetro. Determine:

(a) o nimero de cubos que nao possuem nenhuma face pin-
tada de preto.

(b) o niimero de cubos que possuem uma tUnica face pintada
de preto.

¢) o numero de cubos que possuem exatamente duas faces
q p
pintadas de preto.

(d) o nimero de cubos que possuem trés faces pintadas de
preto.

(OBMEP - 2012) Claudia gosta de montar sélidos colando cu-
binhos de aresta 1 ¢m. Ela sempre usa um pingo de cola entre
duas faces de cubinhos que ficam em contato; por exemplo,
para montar o solido abaixo ela usou 7 pingos de cola.
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13.

14.

il

(a) Quantos pingos ela vai usar para montar um cubo de
aresta 2 cm?

(b) Quantos pingos ela vai usar para montar um cubo de
aresta 3 cm?

(¢) Claudia montou o sélido abaixo, com quatro camadas de
cubinhos. Quantos pingos de cola ela usou?

Uma caixa fechada de vidro em formato de paralelepipedo est4
parcialmente preenchida com 1 litro de d4gua. Ao posicionar-
mos essa caixa sobre uma mesa de trés formas diferentes, a
altura do nivel da agua é de 2 ecm, 4 cm e b cm respectiva-
mente. Qual é a capacidade maxima (em litros de d4gua) dessa
caixa? Observagao: 1 litro de d4gua ocupa um espago de 1 000

3
cm” de volume.

(OBMEP - 2014) Maria encheu uma caixa em forma de para-
lelepipedo retangular com 160 ml de dgua e a apoiou em uma
das suas faces, como na figura abaixo:
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15.

16.

dgua

Maria, entao, mediu a altura que a dgua atingiu e obteve 2 cm.
Depois, ela repetiu o experimento apoiando a caixa em outras
faces e obteve alturas de 4 cm e 5 cm. Quais sdo as dimensoes
(largura, altura e comprimento) da caixa?

(OBMEP - 2014) Utilizando-se cubos de 1 m de aresta, sdo
construidos muros conforme ilustrado na figura abaixo:

2 pontas 3 pontas 4 pontas

Os muros da figura possuem 2, 3 e 4 pontas.

(a) Calcule o niimero de cubos necessarios para construir um
muro com 5 pontas.

(b) Calcule o nimero de cubos necessarios para construir um
muro com 2014 pontas.

(c) Decide-se pintar a superficie do muro com 2014 pontas
(sem pintar a base). Calcule a area total pintada.

(OBM - 2004) Juntando cubinhos de mesmo volume mas feitos
de materiais diferentes - cada cubo branco pesando 1 grama
e cada cubo cinza pesando 2 gramas - formou-se um bloco
retangular, conforme mostrado na figura abaixo. Qual é a
massa, em gramas, desse bloco?
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17. (OBM - 1999) Diga como dividir um cubo em 1999 cubinhos.
A figura mostra uma maneira de dividir um cubo em 15 cubi-
nhos.

18. (OBM - 2015) Zuleica cola cubinhos iguais de isopor para
montar “esqueletos” de cubos, estruturas conforme o exem-
plo dado.

(a) Quantos cubinhos ela usou para montar o esqueleto da
figura?

(b) Se ela quiser completar o maior cubo maci¢o com este
esqueleto, preenchendo os espagos vazios com cubinhos
iguais aos usados e continuando a ver o esqueleto, quantos
cubinhos a mais devera usar?
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()

Existe um cubo cujo esqueleto, para ser montado, pre-
cisa de uma quantidade de cubinhos igual a quantidade
de cubinhos necessarios para completar os espacos vazios
do esqueleto desse cubo. Se Zuleica quiser montar esse
esqueleto, quantos cubinhos terda que usar?

19. (OBMEP - 2013) Aline ganhou de presente um cubo composto
por 4 X 4 X 4 cubinhos brancos, como na figura a seguir.

Sem separar os pequenos cubinhos, Aline decidiu pintar todas
as faces do seu cubo com tinta vermelha.

(a)
(b)
()

Diga quantos cubinhos ficaram com exatamente uma de
suas faces pintada em vermelho.

Diga quantos cubinhos ficaram com exatamente duas das
suas faces pintadas em vermelho.

Tempos depois, Aline pediu ao seu pai um cubo ainda
maior para pintar da mesma maneira que ela havia feito
com o cubo anterior. Apo0s realizar a pintura, Aline se-
parou os cubinhos. Ela notou que a quantidade de cubi-
nhos que ficaram sem nenhuma face pintada em vermelho
é igual ao triplo da quantidade de cubinhos que ficaram
com duas faces pintadas em vermelho. Descubra o tama-
nho do novo cubo que Aline recebeu.

20. (OBMEP - 2008) Sobre uma mesa retangular de uma sala fo-
ram colocados quatro sélidos, mostrados no desenho. Uma



Aula 5 - Geometria 3D 139

camera no teto da sala, bem acima da mesa, fotografou o con-
junto.

Qual dos esbogos a seguir representa melhor essa fotografia?

lolin
o] ™

a) b)

d) e)

ol |[OV

>
[]
PN

OV []|O
C 0O |Ole
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Aula 6

Congruéncias de
Tridngulos

6.1 O Jogo dos Tridngulos

o — x
Uma professora inspirada em jo- = o
gos de adivinhagao, criou o “Jogo - D +
dos Triangulos”, com o objetivo de — | o)
adivinhar o tridngulo de outra pes- x «
soa a partir de algumas dicas. O °

jogo segue as seguintes regras:

e A cada rodada alguém desenha dois tridngulos para a outra
tentar adivinhar se sao iguais;

e Quem estd adivinhando, pode fazer perguntas sobre a estru-
tura dos tridngulos;
Exemplo: o valor do angulo A do tridngulo ABC, se repete
em algum dos angulos do triangulo DEF?

e Se a pessoa conseguir adivinhar com até trés perguntas, ga-
nhara 10 pontos.

141
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Quando ela mostrou o jogo aos seus alunos, eles alegaram que
era muito dificil. Entéo, resolveram desafiar a propria professora a
adivinhar todos os pares de triangulos que eles haviam desenhado.
A professora, muito esperta, aceitou o desafio, e pediu aos alunos
que colocassem um tridngulo na caixa da direita e o outro tridngulo
deste par na caixa da esquerda.

A primeira a terminar os desenhos foi a Amora, ela colocou seu
tridngulo ABC na caixa da esquerda, e o tridngulo DEF' na caixa
da direita. Os tridangulos sdo como mostra a figura a seguir:

/A\ DA
c 5 F E

Depois de ter feito as perguntas, a professora conseguiu as se-

guintes informagges:

e O lado AB possui mesma medida que o lado DE;
e O lado BC possui mesma medida que o lado EF;

e O lado C'A possui mesma medida que o lado FD.

Com isso, ela concluiu que os tridngulos eram iguais.
Veja os tridngulos da Amora a partir das informagdes que a
professora conseguiu:
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B F E

Breno, Caio e Daniel ficaram impressionados com o acerto da
professora. Breno desenhou tridngulos BRA e ZUK, Caio dese-
nhou GEN e TIL, por fim Daniel desenhou XYW e VCJ. Eles

criaram um desafio a professora, limitando o tipo de pergunta sobre
o tridngulo. Cada um impos uma regra:

Darei
informagdes de
apenas um lado.

Darei
informacdes de
apenas dois lados.

Nao darei
informagdes
sobre os lados.

BRENO CAID DANIEL

Da esquerda para a direita, temos Breno, Caio e Daniel. In-
crivelmente, a professora obteve a resposta realizando apenas trés
perguntas para cada. Veja as anotacoes dela:

Breno Caio Daniel
BR=2ZU | G=T | X=V
R=U |GE=TI|Y=C
RA=UK| E=1 |W=J

A partir dessas informagbes, quem vocé acha que fez tridngulos
iguais? Para poder responder a essa pergunta, veremos, a seguir,
sobre a “Congruéncia de Tridngulos”.
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6.2 Congruéncia de Tridngulos

Podemos dizer que dois tridngulos sdo iguais, fora do rigor ma-
tematico, se conseguimos coloca-los um em cima do outro, de modo
que se encaixem, ou seja, nenhuma parte fique de fora. Veja um
exemplo nas figuras a seguir.

A
DA

™o

3

Na matematica, quando nos deparamos com essa situagao, di-
zemos que eles sao tridngulos congruentes. O simbolo (=) é a
notacdo que utilizamos para esses casos . Por exemplo,

AABC = ADEF.

Para termos certeza que dois tridngulos sdo congruentes, pre-
cisamos analisar as suas estruturas. E a partir da congruéncia de
algumas caracteristicas, diremos se eles fazem parte de um dos qua-
tro casos de congruéncia:

6.2.1 Caso Lado - Lado - Lado (LLL):

Se dois tridngulos ABC e DEF tém 3 pares de lados iguais, ou
seja,

AB=DE, BC=EF eCA=FD,
entao,

AABC = ADEF.

Veja a seguinte imagem:
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A D
C B F E
Temos que:
AB = DE
BC =EF
CA=FD

Pelo caso LLL, concluimos que AABC = ADEF.

6.2.2 Caso Lado - Angulo - Lado (LAL):

Se dois tridngulos QW R e SFT tém 2 pares de lados iguais, de
modo que os angulos formados por eles nos respectivos tridngulos
sao iguais, ou seja,

WR=FT, RQ=TS e zWRQ = £FTS

entao,

AQWR = ASFT.
Vamos analisar a seguinte imagem:

Ul

Podemos anotar os seguintes dados:

WR=FT
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R=T
RQ =TS
Portanto AQWR = ASFT pelo caso LAL.
E importante ressaltar que o Angulo congruente deve ser formado
pelos lados congruentes!

Vejamos, agora, um exemplo de quando isso nao ocorre. Consi-
dere os tridngulos HGI e KJL, tal que:

H
K

/\
H

HG=KJ
I=1L
GI=JL

Apesar de ser parecido com o caso anterior, os angulos congru-
entes nao sdo formados pelos lados congruentes. Sendo assim, nao
podemos garantir que existe congruéncia.

Neste caso, percebemos que de fato os tridngulos nao sdao con-
gruentes.

6.2.3 Caso Angulo - Lado - Angulo (ALA):

Se dois triangulos POH ¢ BN M tém 2 pares de angulos iguais,
de modo que o lado em comum dos angulos possui mesma medida,
ou seja,

¢£POH = 4BNM, tOHP = «NMB e OH = NM

entao,
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APOH = ABNM.

Considere a imagem a seguir.

~
w
Temos que:
O=N
OH =NM
H=M

Entdo, APOH = ABN M pelo caso ALA.

6.2.4 Caso Lado - Angulo - Angulo Oposto (LAA,):

Se dois tridngulos RTY e ZUS tém, nessa ordem, um lado, um
angulo adjacente e o angulo oposto a esse lado congruentes, entao
esses tridngulos sdo congruentes, ou seja,

¢RTY = 2ZUS, tTYR = tUSZ ¢ RT = ZU
entao,

ARTY = AZUS.

Observe a imagem:
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Note que os angulos Y e S sdo os angulos opostos aos lados RT
e ZU, respectivamente. Temos entdo que:

RT =20
T=0U
y=29

E portanto ARTY = AZUS pelo caso LAAy.

Note que é importante verificarmos a congruéncia de triangulos,
pois, ao mostrarmos que dois tridngulos sdo congruentes, obtemos a
informacao que toda a estrutura dos triangulos é congruente. Para
entendermos melhor, vamos aos exercicios resolvidos.

Exercicios Resolvidos

Exercicio Resolvido 6.1. (OBM - 2* fase - Nivel 2 - 2005)

O canto de um quadrado de cartolina foi cortado com uma te-
soura. A soma dos comprimentos dos catetos do tridngulo recortado
é igual ao comprimento do lado do quadrado. Qual o valor da soma
dos angulos « e § marcados na figura abaixo?

27°

Solugao. Vamos comecgar nomeando os pontos, como na figura a
seguir, para facilitar o entendimento.
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27°

=

=

| >

S

O enunciado afirma que a soma dos comprimentos dos catetos
do tridngulo recortado ¢é igual ao comprimento do lado do quadrado,
ou seja,

CM +CN = BC =CD.

Note que:
CM +CN = BC CM +CN = BM
BC =BM +CM CD=CN+ND
= CN = BM =CM=ND

Agora, observe que os tridngulos ADN e DCM sao congruentes,
pelo caso LAL. E o mesmo acontece nos tridngulos ABM e BCN.
Pelas congruéncias, encontramos os seguintes angulos:

A B

Portanto,
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a+pB+27° =90°
= a+/3=63".

O

Exercicio Resolvido 6.2. (OBMEP - 2014 - Adaptado)
O professor Joao gosta de fazer copias reduzidas. Ele comeca
desenhando o tridngulo retdngulo ABC' abaixo:

Em seguida, o professor Jodo traca um segmento BP; de forma
que BP; seja perpendicular a BC, conforme mostra a figura abaixo.

A

Jodo afirma entao que o tridngulo BP;C é semelhante ao trian-
gulo ABC. Mostre que o professor Joao estéd certo!

Solugdo. E facil perceber que o segmento BC se mantém em ambos
os tridngulos. Da mesma forma, sabemos que BC’Pl = BCA. Resta,
agora, encontrarmos mais um angulo com a mesma medida nos dois
tridngulos.

No AABC, ABC mede 90° e, no ABP,C, BP,C = 90°. Por-
tanto, temos um caso de tridngulos semelhantes por ALA. O
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Exercicio Resolvido 6.3. Considere a seguinte imagem e encontre
os valores de z, y, z e w.

Solugdo. a) Para encontrarmos o valor de . Podemos ver que:
BC = DC
¢BCA=¢DCFE
CA=CE.

Logo, AABC = AEDC pelo caso LAL. Portanto, temos que:

AB=ED=x

Como AB = 2, temos que:

T =2.
b) Para determinarmos o valor de y, precisamos ver que existe
uma congruéncia nos tridngulos FGH e HIF'.
GH =1IF
¢GHF = ¢«IFH
HF = FH.
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Logo AFGH = AHIF pelo caso LAL e portanto:

FG=HI =5.

Como FG =y, temos que:

Yy =5.

c) Vamos agora achar o valor de z. Note que ndo conseguimos

afirmar muitas coisas relacionadas ao dngulo, apesar de ser a
Unica informacao numérica no desenho. Porém, temos que:

JL=MK
K =KL
KJ=LM.

Temos entdo que AJLK = AM KL pelo caso LLL e portanto:

(MKL = ¢JLK
2.2z =60,26
= 2 =30,13°.

d) Por fim, para acharmos o valor de w usaremos novamente con-

gruéncia. Vamos resolver de dois modos. O primeiro modo
serd considerar que:

PN =NP
£PNO = £NPQ
2NOP = 2£PQN.

Entdo APNO = AN PQ pelo caso LAA,. Temos entao que:
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PQ =NO.
Como PQ =w e NO = 2, temos:

w = 2.

O outro modo para resolvermos ¢ pela soma dos angulos in-
ternos do tridngulo.

¢PNO + «NOP + 2OPN = 180°.

E também:

(NPQ + 2£PQN + £QNP = 180°.

Igualando as equagoes:

2PNO 4+ 2NOP + £OPN = £4NPQ + £PQN + £QNP

Mas

£NOP = £PQN =90° e £PNO = £NPQ,

entao:

2PNO+ 2NOP + £OPN = £4NPQ + £PQN + £QNP

£PNO +90° + 2OPN = £PNO +90° + 2QNP
= £0OPN = £QNP.

Entdo APNO = ANPQ pelo caso ALA, pois:
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¢2¢OPN =2£QNP
PN =NP
2PNO = 2zNPQ.

Portanto:

PQ = NO.

Como PQ =we NO = 2:

w = 2.

Portanto, z, y, z e w medem, respectivamente, 2 u.m., 5 u.m.,

30,13° € 2 w.m..
m]

Exercicio Resolvido 6.4. Na ﬁgura a seguir temos que M é o
ponto médio de ZB. Os angulos Z e B sio congruentes, e os pontos
X, M e A estao alinhados. Mostre que XM = AM.

Z A

Solugdo. Como M é ponto médio de ZB, temos:

ZM = MB.

Os pontos X, M e A estao na mesma reta, formando um seg-
mento X A. Entdo temos dois segmentos, ZB e X A, com um ponto
em comum em M. Podemos afirmar que:

2 ZMX = 2£AMB.
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Pois sdo dngulos OPV. Temos os seguintes dados sobre tridngulos
ZMX e BMA:

A A

/ =B
ZM = BM
27MX =2BMA.

Logo pelo caso ALA, temos que AZM X = ABM A, e portanto
XM = AM. m]

Exercicio Resolvido 6.5. Na figura abaixo o tridngulo ABC a
seguir ¢ isosceles com AB = CA, e os segmentos CD e BE séo
bissetrizes dos dngulos Be C respectivamente. Mostre que BE =

CD.

TN

Solugao. A bissetriz de um angulo é um segmento de reta que di-
vide o dngulo em duas partes iguais. No nosso caso sdo os segmentos
CD e BE. Como o tridngulo ABC' é isésceles:

¢ABC = £ ACB.

E como os pontos D e E fazem parte dos lados que formam
angulos, temos:

¢LABC = «DBC e £ACB = «¢ECB.

A partir disso, conseguimos a seguinte relagao:

¢DBC = ¢ECB
BC=CB
¢BCD = £CBE.
Portanto, ADBC = AECB, entdo BE = CD. O
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Exercicios de Fixacao

1. Volte ao tema anterior “O Jogo dos Triangulos”. Os tridngulos
que Breno, Caio e Daniel apresentaram eram congruentes?
Justifique.

2. Os triangulos da figura abaixo sdo congruentes. Qual o valor
de x?

3. Os tridngulos a seguir sdo congruentes? Justifique.

| 111

4. A figura a seguir mostra sete tridngulos. Verifique as con-
gruéncias e justifique cada uma delas.
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\Y%
BT

5. Considere os tridngulos POT e ISZ e os seguintes dados:

e O lado OT possui mesma medida que o lado SZ.
e O éngulo T possui mesma medida que o angulo Z.

e O lado PO possui mesma medida que o lado IS

A partir dessas informagoes, podemos afirmar que os tridngu-
los sdo congruentes? Justifique.

Exercicios Propostos

1. Assinale com V (verdadeiro) ou com F (falso) as seguintes
afirmagdes:

() Ao comparar dois triangulos, se a medida dos angulos for
congruente, entdo, podemos afirmar que esses tridngulos sdo
congruentes pelo caso Angulo, Angulo e Angulo;

() Dois tridngulos equildteros podem nao ser congruentes.

() Ao comparar dois triangulos, as medidas dos lados fo-
rem congruentes um a um, entdo, podemos afirmar que esses
tridngulos sao congruentes.
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2. Na figura os tridngulos ABC e CDE sao congruentes. Encon-
tre o valor de x.

3. O tridngulo ADB é congruente ao tridngulo CDB. Encontre
os valores de x e y.

A. 2z — 19 D 12 c

4. (OBMEP - 2005) A figura mostra um poligono ABCDEF no
qual dois lados consecutivos quaisquer sdo perpendiculares. O
ponto G esta sobre o lado C'D e sobre a reta que passa por
A e E. Os comprimentos de alguns lados estdao indicados em
centimetros. Qual é a area do poligono ABCG?

D G C
A4
,/
/
/
F< 2 >/ ¢
"_l—/'E
/Il
3 s
/
/
4 Y
B

5. (OBMEP - 2013) Na figura abaixo, as retas DE e DF sio
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paralelas, respectivamente, aos lados AC e BC do tridngulo
ABC'. Os triangulos ADF e DBE tém &reas 16 e 9, respecti-
vamente. Qual é a area do quadrildtero CFDE?

6. (OBMEP - 2019) O quadrado abaixo estd dividido em nove
quadradinhos iguais. A drea pintada de vermelho mede 6 em?.
Quanto mede a area pintada de azul?

7. (OBM - 2009) Na figura abaixo, ABCD e EFGH sao quadra-
dos de lado 48 ¢cm. Sabendo que A é o ponto médio de EF
e G é o ponto médio de DC, determine a area destacada em

2

cm”.

8. Na imagem a seguir temos que o tridngulo DBE é is6sceles.
Os pontos A, D, E e C estdo alinhados. Os segmentos AD e
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EC possuem mesma medida. Mostre que o tridngulo ABC é
isésceles.

Dica: o que podemos falar sobre os angulos da base do trian-
gulo DBE? E sobre os £zADB e CEB?

9. (OBMEP - 2013) A figura representa um retangulo de 120 m?
de area. Os pontos M e N sdo os pontos médios dos lados a
que pertencem. Qual é a area da regido sombreada?

N

10. Na figura abaixo existem trés quadrados de lados 3 < 4 < z.
Determine x.
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11.

12.

13.

14.

(OBM - 2009) Na figura, P é um ponto da reta C'D. A regiao
cinza é comum ao retangulo ABCD e ao tridngulo ADP. Se
AB =5cm, AD = 8 cm e a area da regiao cinza ¢ 3/4 da 4rea
do retdngulo, quanto vale a distancia PC?

A B

ABCD é um paralelogramo e ABF e ADFE s&o triangulos
equilateros construidos exteriormente ao paralelogramo. Prove
que FCFE também é equilatero.

(NOIC - 1989) Seja ABECDF um hexagono (nesta ordem).
De modo que ABCD e AECF sao paralelogramos. Mostre
que BE || DF.

Na figura a seguir AABC' ¢ equildtero e AE = EB = BF =
AD = CD de modo que o AABC é interno ao ADEF. Prove
que ADEF é equilatero.

E D
A

/\
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15. (OBMEP - 2011) Em todas as figuras desta questao, vemos um
tridngulo ABC' dividido em quatro partes; nesses tridngulos,
D é ponto médio de AB, E é ponto médio de AC' e FG mede
1
=+ BC.
2

B F G C

(a) Os quadrilateros DJMA e ELNA sao obtidos girando
de 180° os quadrilateros DHF B e EIGC em torno de D
e E, respectivamente. Explique por que os pontos M, A
e N estao alinhados, ou seja, por que a medida do angulo
£MAN é igual a 180°.

(b) Na figura, o ponto K é a interse¢ao das retas JM e LN.
Explique por que os triangulos F'GI e M N K sao congru-
entes.

Os itens acima mostram que HJKL é um retangulo for-
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mado com as quatro partes em que o tridngulo ABC foi
dividido.
(¢c) Mostre que LH = EF.

(d) Na figura o tridngulo ABC tem area 9 e HJKL é um
quadrado. Calcule o comprimento de E'F.

16. (NOIC - 1995) Seja ABC um triangulo isdsceles com AB =
AC e BAC = 36°. Desenhamos a bissetriz de ABC que corta
AC em D e desenhamos também a bissetriz de BDC' que corta
BC em P. Marca-se um ponto R na reta BC tal que B é o
ponto médio do segmento PR. Mostre que RD = AP.

17. (OBM - 2013) Seja ABC'D um quadrado de papel de lado
10 ¢ P um ponto sobre o lado BC. Ao dobrar o papel ao
longo da reta AP, o ponto B determina o ponto ), como na
figura a seguir. A reta PQ corta o lado CD em R. Calcular o
perimetro do tridngulo PCR.

B P C

18. (OBM - 2018) Em um paralelogramo ABCD, seja M o ponto
sobre o lado BC tal que MC = 2BM e seja N o ponto sobre
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o lado C'D tal que NC' = 2DN. Se a distancia do ponto B a
reta AM é 3, calcule a distancia do ponto N & reta AM.

19. (OBM - 2010) Uma figura no formato de cruz, formada por
quadrados de lado 1, esta inscrita em um quadrado maior,
cujos lados sao paralelos aos lados do quadrado tracejado, cu-
jos vértices sdo vértices da cruz. Qual é a area do quadrado
maior?

20. Quatro quadrados sdo construidos exteriormente nos lados de
um paralelogramo. Mostre que os centros destes quadrados
também formam um quadrado.
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