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Apresentacao

Prezado Estudante,

E com grande satisfacdo que apresentamos a terceira edicdo do
material de treinamento do POTI/TOPMAT - Programa de Forma-
¢do em Matemédtica Olimpica da Universidade Federal do Parana
(UFPR).

O POTI/TOPMAT, que conta com o apoio do Instituto Nacional
de Matemética Pura e Aplicada (IMPA), do Departamento de Mate-
mética da UFPR (DMAT/UFPR) e da Pré-Reitoria de Graduagao
da UFPR (PROGRAD/UFPR), envolvendo docentes do DMAT e
alunos de graduacao e pds-graduacdo da UFPR, é um projeto que
visa fornecer embasamento tedrico e pratico para os estudantes de
Ensino Fundamental e Médio que desejam se aprofundar nos inte-
ressantes temas abordados nas olimpiadas matemaéticas nacionais.
Este projeto constitui-se em uma experiéncia tinica para todos os
envolvidos e também oportuniza a aproximacao e interlocucao da
Universidade com a Educagao Bésica.

A iniciativa do projeto POTI, capitaneada pelo IMPA em todo o
territério nacional, teve seu inicio na UFPR em 2016 e, desde entao,
nosso polo, sediado no campus Centro Politécnico da UFPR, em
Curitiba, tem crescido bastante e impactado positivamente todos os
envolvidos. Em particular, envolve de forma intensa os estudantes
de graduacao da UFPR, especialmente do Curso de Matematica, que
atuam como professores e monitores das disciplinas do programa.

O programa TOPMAT iniciou em 2019, com o intuito de pro-



duzir material de formacdo adequado para treinamento em mate-
matica olimpica. A principio, o material inicial foi produzido para
formacao de professores e posteriormente passamos ao trabalho de
redacido do material de formagao para os alunos. Este material foi
sendo aperfeicoado ao longo do tempo, a partir da experiéncia di-
datica dos estudantes, e o resultado é o que temos hoje em maos.
Em resumo, o presente material foi desenvolvido pelos professores
atuantes no programa e servird como base para todas as atividades
desenvolvidas durante o treinamento.

Por fim, gostaria de agradecer de forma expressiva aos estudantes
de graduacao da UFPR envolvidos neste projeto pelo afinco e esmero
na realizagdo deste arduo trabalho. Sem a participacao de cada um
deles, este projeto nao seria possivel.

Bons estudos!

Prof. Dr. José Carlos Eidam
Coordenador do POTI/TOPMAT - 2024
Departamento de Matematica - UFPR
Janeiro de 2024
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Introducao

Este livro apresenta um modo especial de se fazer Matematica.
O conteldo é basicamente o mesmo que vocé vé na escola, mas em
uma abordagem mais aprofundada e, por vezes, acompanhada de
algum formalismo que provavelmente sera uma novidade para voceé.
No entanto, o principal propésito ndo é expor conteddos, mas de
conduzi-lo num treinamento em Matematica Olimpica.

Mas... Em que consiste essa tal Matematica?

Do ponto de vista do conteldo, tudo o que vocé precisa para re-
solver problemas de olimpiadas de Matemética esta disponivel nos
livros didaticos escolares ou, mais raramente, em livros mais avan-
¢ados. Todavia, saber todos esses conteudos, com suas formulas,
teoremas e proposicdes, ndo garante de forma alguma o sucesso na
resolucéo dos problemas. Mesmo os seus professores na escola e tam-
bém nés, graduandos em Matematica e de outros cursos de Exatas,
frequentemente camos travados diante de uma questdo de olim-
piada, sem que todo o nosso conhecimento matematico possa nos
prestar qualquer auxilio. Ou seja, estar bem informado nunca é o
Su ciente por aqui.

De modo geral, para se preparar para o enfrentamento de pro-
blemas matematicos, nada melhor que..enfrentar problemas mate-
maticos!

O que torna a matematica olimpica especial ndo é um conjunto
de conhecimentos, mas anodo de lidar com eles, forcando o estu-
dante a relacionar contelidos entre si, mudar um ponto de vista que
Ihe era muito familiar e buscar estratégias de resolucdo. Problemas



olimpicos Ihe arrancam daquele comodismo do tipo eu ja sei, ja

estudei isso. Aqui, vocé j& sabe tudo o que precisa saber, mas nao
saira do lugar se ndo se arriscar em caminhos de raciocinio nao ha-
bituais. E essa descricdo ndo esta aqui para desestimula-lo. Pelo
contrario, queremos mostrar que problemas olimpicos sao instigan-

tes justamente porque séo dificeis e inesperados. A nal de contas,
resolver problemas olimpicos é como um jogo e vocé sabe como
jogos podem ser desa adores, ndo é mesmo?

E por conta desse espirito de Matematica Olimpica que opta-
mos por incluir no material muitos problemas retirados de di-
versas olimpiadas e livros ou elaborados por nés mesmos. Este é
essencialmente um livro detreinamento e enfrentamento de proble-
mas matematicos ndo de exposicao de conteddos. Os conteldos
(tanto aqueles que vocé ja tem na escola quanto alguns novos que
Ihe apresentaremos) s6 serdo introduzidos na medida em que forem
necessarios para resolver as questdes. NOs o ajudaremos com exem-
plos, modelos de estratégias de resolucdo, dicas de organizacdo do
raciocinio, entre outras coisas. Porém, o mais importante é que
vocé por conta propria faga muitos exercicios, mesmo aqueles
gue estdo resolvidos. E lembre-se sempre do ditado: a pratica leva
a perfeicao.

Equipe POTI/TOPMAT
Nivel 2
2024
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Aula 1

Introducao

Nesta aula, apresentaremos algumas noc¢des basicas de geome-
tria, a m de que o aluno adquira recursos capazes de o levar a
desenvolver - por si s6 - conceitos mais gerais sobre estruturas em
um plano geomeétrico.

1.1 Nocdes Primitivas

1.1.1 Ponto

Costumamos entender ogponto como uma mancha arredondada
sobre o papel, mas poucos sabem que esse é apenas um jeito de Ihe
dar cara, face. Um ponto, na verdade, é aquilo de que nada é parte,
ou seja, é aquilo que nao possui forma alguma, nem nenhuma quali-
dade, como comprimento, altura ou profundidade, embora estruture
(e assim dé forma a) todas as guras geométricas. A rigor, entao,
ndo somos capazes de desenha-lo, apenas descrevé-lo.

Mas, se 0 ponto ndo é nada de imagem, como é possivel que
ele forme todas as guras que conhecemos? Isso ainda permanece
um mistério, mas, analisando a questao, algo podemos pensar: é s6
porque ndo tem uma forma especi ca que ele é capaz de formar (isto
€, modelar, con gurar). Quando olhamos a gura de um tridngulo,
por exemplo, nela ha ponto, no entanto, ele ndo é visto, e assim o

11
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triangulo pode aparecer. Com todo o resto acontece 0 mesmo: 0
ponto permite que tudo apareca através dele, como uma janela que,
aberta, nos da a ver.

A partir disso, podemos perceber que néo é possivel confundi-lo
com o que modernamente conhecemos como 4&tomo ou coisa seme-
Ihante, pois o ponto ndo faz\parte" da gura, ele ndo é elemento
dela, mas somente aquilo que possibilita 0 seu surgimento, pontu-
ando, limitando, de nindo. Pois ponto, a rigor, € pura de nicao,
limitacdo. Pontuar é delimitar, é formar.

Mesmo sabendo disso, muitas vezes temos de lidar com situacfes
em que o ponto precisa aparecel’. Nestes casos, deixando de lado
a loso a do ponto, iremos traga-lo ao modo classico, como uma
bolinha preta, e/ou nomea-lo com uma letra maidscula, como na
gura abaixo:

Figura 1.1: Ponto A.

Exercicio de Fixacdo 1.1. Ha como dizer quantos pontos ha na
letra a impressa neste papel? Por qué?

Exercicio de Aprofundamento 1.1. E possivel colocar dois pon-
tos um ao lado do outro sem que haja separacdo entre eles? Se sim,
gue gura geomeétrica teriamos?

Exercicio de Aprofundamento 1.2. Explique por que podemos
dizer que em duas guras diferentes (independente do tamanho)
encontramos sempre a mesma quantidade de pontos.

1.1.2 Abertura entre Pontos

Abertura entre Pontos é a separacdo entre dois ou mais pontos,
a partir de onde surge a ideia delistancia.

Normalmente, a abertura entre uma coisa e outra é medida em
linha reta, mas esse é apenas um modo de medir. A rigor, a abertura
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entre dois pontos ndo pode ser mensurada, pois podemos tracar
in nitos caminhos (com tamanhos igualmente in nitos) entre eles.

Figura 1.2: Abertura entre A eB.

Nota 1. Para ndo nos confundirmos, costumamos dar nomes dis-
tintos para elementos entre os quais ha alguma abertura. Por isso,
no exemplo acima, nomeamos de forma diferente os pontos em des-
taque: A e B.

1.1.3 Segmento

Um segmentoé um caminho possivel que conecta dois pontos
separados. Representamo-lo com uma linha.

Entre um ponto e outro ha in nitos caminhos, isto &, in nitos
segmentos.

Figura 1.3: Segmento entre 0s ponto#\ e B.

Segmento de Reta

Podemos dizer que unsegmento de reta o menor caminho entre
dois pontos separados. Nesse sentido, ele ndo é simplesmente uma
linha sem curvas, mas, mais propriamente, a menor distancia entre
0 que esta afastado.

Notacdo 1. Um segmento de reta com extremidade#\ e B pode
ser escrito da seguinte maneiraAB . Diz-se\segmento de reta AB

ou, simplesmente,\segmento AB', ja que nao trabalharemos com
outros tipos de segmentos.
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Figura 1.4: Segmento de RetaAB .

Exercicio de Aprofundamento 1.3. Quantos pontos séo atra-
vessados (ultrapassados) por um segmento de reta que tem o com-
primento de um ponto? Justi que a sua resposta.

Exercicio de Aprofundamento 1.4. Se colocassemos in nitos
segmentos (independente do tamanho de cada um deles) um ao lado
do outro, teriamos um segmento de tamanho in nito, certo? Tome-
mos agora o segmentdAB, com 1 cm. Podemos dividi-lo quantas
vezes quisermos, de modo que, realizando-o in nitas vezes, teremos
in nitos fragmentos dele. Mas, colocando todos esses fragmentos
lado a lado, ndo teremos um segmento de tamanho in nito. Como
podemos conciliar este resultado com o que foi dito no inicio da
questao?

1.1.4 Reta

Uma reta € o menor caminho entre dois pontos que moram no
in nito, isto é, que estdo onde ndo conseguimos ver.

Aqui vale um comentério: como a geometria lida com o visivel,
0 in nito (entendido como aquilo que ndo tem de nicdo) tem de
ser pensado exatamente a partir da ideia de ndo-visao, isto €&, ele
"estd"sempre fora de onde conseguimos ver.

Sendo assim, ndo podendo ter a frente 0os pontos no in nito,
costumamos pegar outros dois pontos (visiveis) atravessados pela
reta para representa-la.

Notacdo 2. Dada uma reta que, passa pelos pontos e B, pode-
mos escrevé-la da seguinte formaAB . Diz-se reta AB . E comum
também representarmos as retas com as letras mindsculas do alfa-
beto. Seldissermos, por exemplo, que a reta passa porA e B,
entdor = AB.
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|
Figura 1.5: Reta’AB.

Nota 2. Observe que tanto na nota(;éo!AB gquanto na gura as
extremidades da reta séo representadas com echas. Isso indica que
ela se estende para o in nito, isto &, suas extremidades ndo podem
ser vistas e, portanto, seu tamanho é incomensuravel (ndo pode ser
medido).

Exercicio de Aprofundamento 1.5. Dados dois pontos quais-
quer, quantas retas passam por eles? Por qué?

Exercicio de Aprofundamento 1.6. Os primeiros matematicos
diziam que uma reta € apenas comprimento, € nao tem nada de
altura. Vocé consegue explicar o motivo pelo qual eles diziam isso?

Semirreta
Semirreta € o caminho mais curto entre um ponto que consegui-
mos ver e outro que mora no in nito.

Notacdo 3. Seja A o ponto que conseguimos ver & um ponto
gualquer atravessado pela semirreta, podemos escrevé-la assiaB .
Diz-se semirreta AB .

Nota 3. O ponto A é chamado de origem da semirreta.

|
Figura 1.6: Semirreta AB .

1.1.5 Plano ou Superficie

Podemos dizer que ha in nitos pontos e, assim, in nitos cami-
nhos que os conectam. A unido desses caminhos é o que podemos
chamar de plano ou superficie.

Hé apenas duas qualidades no plano: comprimento e altura.
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Notacdo 4. Costumamos escrever o plano com uma letra grega
mindscula, como , , etc.

Nota 4. Nosso curso tratard dos conhecimentos relativos a geome-
tria plana, e ndo espacial, entdo di cilmente falaremos de mais de
um plano. Assim, ndo o precisando nomear, reservaremos as letras
gregas também para outros elementos geométricos.

Figura 1.7: Plano

1.2 Retas Paralelas e Retas Concorrentes

Duas retas distintas saoparalelas se, e somente se, ndo atraves-
sam nenhum ponto em comum.

Por outro lado, duas retas sdoconcorrentes se, € somente se,
atravessam um Unico ponto em comum.

Notacdo 5. Costumamaos representar o paralelismo entre retas da
seguinte forma: dadasr e s paralelas, escrevemos=s.

Figura 1.8: Retas Paralelas.
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Figura 1.9: Retas Concorrentes.

Nota 5. Se duas retas concorrenteéQ\B e!CD, atravessam 0, ponto
IP, dizemos que elase intersqctam(§e cruzam) emP, isto é,I'AB \
CD = P. De outra forma, seAB e CD sé&o paralelas, entacAB \
CD = ;. (\ = simbolo para interseccao)

Nota 6. Se as retag es atravessam mais de um ponto em comum,
necessariamente elas séo iguais. Neste caso, dizemos gues sao
coincidentes e escrevemos = s.

1.3 Colinearidade

1.3.1 Pontos colineares

Dois ou mais pontos sédaolineares se uma mesma reta os atra-
vessa.

Figura 1.10: Os pontosA, B e C sao colineares. Ja os pontok, F
e G nédo sao colineares.

Nota 7. Se o pontoA é atravessado pela reta, podemos escrever
A 2 r (diz-se A pertence a r. Desse modo, seA, B e C séo
colineares a retar, entdo A;B;C 2 r.

Exercicio de Fixacdo 1.2. Dois pontos sao sempre colineares?
Por qué?
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Exercicio de Fixagdo 1.3. Os vértices (as pontas) de um trian-
gulo sdo sempre nao colineares? Por qué?

Exercicio de Fixacdo 1.4. Sejam T e U pontos distintos, am-
bos atravessados pelas retas e s. Podemos concluir quer = s?
Justi que.

1.3.2 Segmentos (de reta) colineares

Dois ou mais segmentos sdoolineares se todos os pontos atra-
vessados por eles também sao atravessados por uma mesma reta.

Figura 1.11: Os segmento?AB e DE s&o colineares. Ja o0s
segmentosAB e CB ou AB e FG n&o séo colineares.

Exercicio de Fixacdo 1.5. Na gura acima, que outros segmentos
sao colineares e que outros ndo séo colineares? Anote todos!

1.4 Congruéncia de Segmentos

Nota 8. Em geometria, costumamos dizer que duas guras sdo con-
gruentes quando elas possuem a mesma forma e o0 mesmo tamanho.

Uma relacdo entre segmentos é dita congruéncia (simbolo: )
se as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

i. Re exividade. Todo segmento é congruente a si mesm@B
AB (diz-se: AB é congruente aAB ).
ii. Simetria. SeAB CD, entioCD AB.
iii. Transitividade. SeAB CD eCD EF, entioAB EF.
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Figura 1.12: Congruéncia de segmentos.

Nota 9. Na gura acima, h4 um pequeno traco no meio de cada
segmento, isso quer dizer que eles sdo congruentes. Ou seja, seg-
mentos com a mesma quantidade de tracos sdo sempre congruentes.
Mas, atengéo, esse caso vale apenas para segmentos da mesma -
gura!

Exercicio de Fixacdo 1.6. Os segmentosAB e BA sdo congru-
entes. Por qué?

1.5 Adicdo de Segmentos

A partir da ideia de congruéncia, podqmos somar segmentos.
SejamAB eCD dqis segmentos quaisquerG uma semirreta com
origegm emE eF 2 EG. SeAB EF eCD FG, entdo dizemos
queEG = AB + CD.

Figura 1.13: Adicdo de Segmentos.

Nota 10. Se o segmentcCD ¢€ igual a soma den segmentos con-
gruentes ao segmentdB , dizemos queCD = nAB.
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1.6 Ponto Médio de um Segmento

O ponto M é um ponto médiode AB se, e somente sdyl estiver
dentro de AB eAM MB.

Figura 1.14: M é ponto médio do segmento de ret#B .

1.7 Perpendicularidade

ponto médio de AB. Seja tambémC 2 s, C6 M. SeAC CB
entdor e s sdo perpendiculares (ou, simbolicamenter, ? s).

Dadas duas retasr es, talque A;B 2r,comA6 BeM 2 s

1.8 Projecado de um Ponto sobre uma Reta

Damos o nome de projecao ortogonal d® sobrer ainterseccao
entre a retar e sua perpendicular que passa pelo pontB.

Notagcdo 6. Costumamos chamar a projecédo d@ sobrer de Ponto
PO,

1.9 Medicao de Segmentos

A medida de um segmento é o que chamamos de comprimento.

Ha muitas unidades de medida para o célculo do comprimento,
a escolha de uma delas depende do contexto no qual estamos. Pode-
mos usar centimetros, metros, quildmetros etc. Ha casos, inclusive,
em que ndo teremos unidade especi ca, cando estabelecido apenas
um valor x qualquer para a medida. Por exemploAB =5.

Assim, tomando PQ = 6 e RS = 7, temos quePQ + RS =
6+7=13.
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1.9.1 Distancia Geométrica

Dados dois pontos,A e B, dizemos que adistancia geométrica
(ou apenasdistancia) entre eles € igual ao segmento de retaB .

Notacdo 7. Escrevemos a distancia entréA e B do seguinte modo:

1.10 Coordenadas Cartesianas

Em meados do século XVII, o matematico René Descartes criou
um método capaz de mapear guras geométricas utilizando eixos
perpendiculares com escalas: o eixo das abscissas (comumente cha-
mado de eixo x) e o eixo das ordenadas (eixo y). A primeira
normalmente esta na horizontal, enquanto que a segunda, vertical.

A esse mapa, damos o home de plano cartesiano.

Figura 1.15: Plano Cartesiano.

Aideia é a de que, com um sistema de orientacdo em que o centro
(chamado também de origem) € a interseccao entre 0s eixog e
y, consigamos escrever algebricamente guras geométricas. Cada
eixo funciona como uma régua medidora na qual o ponto zero € a
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origem e as semirretas formadas a partir dele, as orientacbes, que
sdo divididas em duas classes: positivas e negativas. As semirretas
gue avancam para a direita e para cima representam 0os nimeros
reais positivos; e as outras duas, 0s nUmeros reais negativos.

Desse modo, podemos mapear pontos, retas ou qualquer outra -
gura utilizando apenas nimeros, equacdes... Mas, para que vejamos
isso, devemos antes aprender a nos localizar no plano cartesiano.

Facamos assim: pensemos 0S eixos como coordenadas que nos
dizem para onde devemos olhar, ou seja, quanto devemos ir para 0s
lados e/ou para cima ou para baixo a partir da origem. Se quisermos
andar para os lados, temos de olhar para o eixr; para cima e para
baixo, olhamos para o eixoy.

Notacdo 8. Para simplicar, usamos a seguinte notacao: (X;y).
Do lado esquerdo, escrevemos quanto devemos andar no expdo
lado direito, quanto devemos andar emny.

Assim, se escrevermog2; 3), sabemos que devemos andar duas
unidades para a direita e trés para cima, como na gura abaixo. O
lugar onde paramos é justamente gonto (2; 3).

Figura 1.16: Representacao gra ca do ponto de coordenadd®; 3).

Podemos também escrever retas, como, por exemplo, a reta
(x;x). Isto €, 0 mesmo tanto que andarmos e, teremos de andar
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emy.

Figura 1.17: Representacao gra ca do conjunto de todos 0s pontos
da forma (x;x); x 2 R: uma reta.

Exercicio de Aprofundamento 1.7. Em coordenadas cartesia-
nas, como poderiamos escrever uma reta que passa pela origem e é
perpendicular a (x;x)?

Exercicio de Fixacdo 1.7. Desenhe o plano cartesiano e marque
os pontos(1;2), ( 2,3),( 1; 1),(0; 2)e(2; 2).

Exercicio de Fixagdo 1.8. Desenhe o plano cartesiano e trace a
reta que atravessa o0s pontog2;2) e ( 2;3).

Exercicio 1.1. SeA =(1;1),B =(1;3),C=(3;3)eD =(3;1),
que gura geométrica os segmento#B, BC, CD e DA formam?

Exercicio 1.2. Usando do exercicio acima, calculda.g , ds.c, dcp ,
dp:a €dp;3)B-

1.10.1 Distancia entre Pontos no Plano Cartesiano

Para calcular a distdncia geométrica entre dois pontos quais-
guer no Plano Cartesiano, temos a seguinte formula: sejanh =
1;¥1) € B = (X2;y2) dois pontos no plano, temos quedag =
(x2 x1)2+(y2 Y12
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Exercicio de Fixagdo 1.9. Calcule a distancia entre os pontos
L:4), ( 211)e(3; 7).

1.11 Razao entre Segmentos

Razédo é sempre a divisdo entre dois nimeros ou elementos. As-
sim, se quisermos estabelecer a razao entre segmentos, estaremos
pensando em seus comprimentos. S&B =2 e CD = 3, entdo a
razdo entreAB e CD sera 2.

Notacdo 9. Escrevemos a razdo entre dois segmentos do mesmo
modo que a razdo entre nimeros. SejartAB e CD, entdo a razao

entre eles seré%.

Nota 11. Dizemos que quatro segmentos de reta sgwoporcionais
guando a razdo entre os comprimentos de dois deles forem iguais a
razao entre os comprimentos dos dois restantes.

1.11.1 Divisao Harmonica

Dizemos que os ponto e Q dividem harmonicamente o seg-

AB PA _ QA
mento AB, quando PE - OB

Como ,F;:B =k = 8;2, entdo os pontosP e Q dividem AB na
mesma razdo. Estes pontos, portanto, sdo denominados conjugados

harmoénicos deAB na razaok

1.11.2 Teorema de Tales

Um teorema matematico € uma a rmacdo que pode ser demons-
trada (provada) a partir de alguns argumentos l6gicos, usando como
base principios que orientam o0 que esta sendo estudado.

O Teorema de Talesarma que retas paralelas cortadas ou in-
tersectadas por retas transversais formam segmentos de retas pro-
porcionalmente correspondentes.
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Observe a gura abaixo, onde==k, er e s sao retas transversais.

A%B

oll o

Dai, temos o seguinte:% = g
Exercicio de Aprofundamento 1.8. Com base no que fora dito

i AB_ _
anteriormente, mostre quem = goco

S

o)
(@]

1.12 Construcao da Circunferéncia

Agora, mostraremos 0 processo de constru¢do de uma circunfe-
réncia, para que mais tarde possamos veri car as suas propriedades.
Tome o segmentoCA, com C xado, tal que dca = r. Em
seguida, gireA em torno de C. O contorno formado por A é a

circunferéncia de raior e centro emC.
Notacdo 10. Para a circunferéncia de raior e centro emC damos
o0 nome de(C;r).

Figura 1.18: Circunferéncia(C;r).
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Nota 12. Chamamos circulo a unido entre a parte interna da
circunferéncia(C;r) e a prépria circunferéncia(C;r).

1.

2.

3.

Problemas Propostos

Abaixo estdo alguns pontos distintos atravessados por uma
mesma reta. Quantas semirretas possuem origem em algum
desses pontos e ndo atravessa 0 pon@?

Seja AB = 40cm, determine o comprimento deAC nos
seguintes casos:

a) Quando CB = 16cm.
b) Quando AC CB =2cm.
c) SeAC =4x eCB =2x+4

SejaM o ponto médio deAB. SeAM =4x 10eMB =
x +14, qual o valor de x?

Os pontosA, B eP séo distintos e sédo atravessados por uma
mesma reta, comA situado a esquerda deB. SePA > AB e
PB < AB, o que podemos dizer sobre a ordem dos trés pontos
na reta?

Sejam A, B, C e D pontos consecutivos atravessados por
uma mesma reta. SAD = 2BC e AB + CD = 20, determine
o valor de AD .

(Portal do Saber - OBMEP) Em uma reta se encontram os
quatro pontos consecutivosA, B, C e D, comAB = AC 3,
AB + CD = 4 e que satisfazem a seguinte relacado3AB
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BD 2CD = 3. Determine as medidas dos comprimentos de
AD eAB.

7. (Portal do Saber - OBMEP) Os pontos A, B, C e D estédo
sobre uma mesma reta e sdo consecutivos. Sabendo @@ =
CD e queAC:BC =40, determine o valor deAD° AB°.

8. O proprietario de uma area quer dividi-la em trés lotes,
conforme a gura abaixo. Determine os valores de&, bec, em
metros, sabendo-se que as laterais dos terrenos sdo paralelas e
que a+ b+ ¢ =240 metros.

9. (Fuvest- SP) A sombra de um poste vertical, projetada pelo
sol sobre um chao plano, medd2 m. Nesse mesmo instante,
a sombra de um bastao vertical del m de altura mede 0; 6
m. Qual a altura do poste? (esse exercicio lembra muito a
histéria de como Tales de Mileto mediu a altura de algumas
piramides do Egito, séculos antes de Cristo. Pesquise!)

10. (Portal do Saber OBMEP) Sejam M e N o0s pontos médios,
respectivamente, dos segmento®B e BC, contidos numa
mesma reta, de modo quéAB = BC, comA 6 C. E sempre
verdade queMN ¢é congruente aAB ? Justi que.

11. (MA 1987) Na gura abaixo, a circunferéncia de centro
em B esta tangenciando a circunferéncia de centro erA (isto
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€, ambas as circunferéncias atravessam apenas um ponto em
comum) e a circunferéncia de centro enC; a circunferéncia
de centro emC esta tangenciando a circunferéncia de centro
em A e a circunferéncia de centro enB. SeAB =6, AC =5

e BC =9. Qual o comprimento de AX ?

12. Prove que em uma divisdo harménica conk > 1, temos que
= % + %. Em seguida, prove que, comk < 1, temos
=1 1

P AQ’

RS

13. Na gura, DE=BC e CD=EF. Prove queﬁ2 = AB AF.

14. SendoO o ponto médio deAB em uma divisdo harménica,
prove que: OA’= OP 0Q.

15. (UFRGS) Se um ponto P do eixo das abscissas € equi-
distante (esta a mesma distancia) dos pontosA = (1;4) e
B =( 6;3), a abscissa deP vale quanto?
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16.

17.

18.

19.

20.

Sejam M e N conjugados harménicos na razadd& > 1 do
segmentoAB = 1. Qual é a distancia entre os divisores harmo-
nicos deAB ?

Na gura, ABCD ¢é um quadrado de lado7 cm. Obtenha as
coordenadas dos quatro veértices (quatro cantos) do quadrado.

Determine x para que o pontoP = (x; 2x + 3) seja equidis-
tante dos pontosA =(1;2)eB =( 2;3).

Seja ABC um triangulo equilatero (isto é, com todgs os
lados iguais) de vérticesA = (2;0), B =(8;0)eC =(5;3 3).
Seja(C;r) a circunferéncia de raior, que atravessa 0s pontos
A, B eC. Calcule o valor der e descubra as coordenadas do
ponto C, centro de (C;r).

O Teorema da Base Médiadiz o seguinte: o segmento que
une os pontos médios de dois lados de um triangulo qualquer
€ paralelo ao terceiro lado e sua medida € igual a metade da
medida do terceiro lado".

Seja o triangulo ABC , cujas coordenadas sdo dadas pak =
(Xa;Ya), B = (xg;ys) € C = (Xc;Yc), € sejamM e N os
pontos médios respectivos aos ladoaB e AC.

Mostre, usando a ideia de distancia geométrica no plano car-
tesiano, queMN = BE.
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21.

Usando oTeorema de Tales prove o Teorema de Menelaus
que diz o seguinte:

Se uma retar intersecta os segmentosAB, BC e CA ou as
prolongacdes num trianguloABC nos pontos N, L e M, res-

i 5oNA B MC _
pectlvamente, entaoﬁ ic Wi
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Angulos

A palavra angulo, na antiguidade, signi cava dobra, canto,
esquina, isto é, o encontro entre dois caminhos ou entre qualquer
outra coisa, como duas paredes, dois pedacos de madeira etc. Por
esse motivo, a matematica se apropriou desse nome, e assim pode-
mos dizer que angulo € o que é formado a partir do encontro entre
duas retas.

Retas paralelas, por exemplo, quando nédo colineares, ndo pos-
suem nenhum angulo, elas ndo se encontram, ndo formam esquinas,
cantos. Retas concorrentes, por outro lado, formam angulos.

Assim, tomando dois segmentosAB e CD (como na gura
abaixo), que se intersectam no pontoO, podemos dar o nome de
DOB ao angulo referente aOD e OB. Note, assim, que estamos
representando o tracado que passa pelos pontds, O e B e a dobra
(™) formada em O.

31
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Figura 2.1: Angulo DOB.

Nota 1. O ponto O é o vértice do angulo, enquanto que os seg-
mentos DO e OB s&o os seuslados.

Exercicio de Fixacdo 2.1. Na gura acima, ha apenas o angulo
DOB? Se ndo, quais os demais angulos da gura?

Bom, agora que conseguimos entender como se formam os angu-
los, vamos conhecer suas classi cagfes e propriedades.

2.1 Angulos Consecutivos, Adjacentes e Opos-
tos pelo Vertice

2.1.1 Angulos Consecutivos

Podemos nomear angulos de acordo com a sua relagdo com ou-
tros angulos. Assim, no caso de dois angulos compartilharem de um
mesmo lado, chamamo-los angulos consecutivos.

Figura 2.2: Angulos Consecutivos.
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Exercicio de Fixacdo 2.2. Na gura, podemos ver os angulos
AOB, AOC eBAC, quais deles sdo consecutivos uns com 0s outros?
Por qué?

Exercicio de Aprofundamento 2.1. Se pudermos somar dois
angulos, qual o resultado da somaAOB + BOC?

2.1.2 Angulos Adjacentes

Dois angulos consecutivos séo adjacentes se nao estdo um dentro
do outro. No caso da gura anterior, temos queAOB e BOC sédo
adjacentes.

Exercicio de Fixacdo 2.3. Desenhe os angulogOH e TAJ de
duas formas distintas: na primeira, eles deverdo ser apenas conse-
cutivos; e, na outra, adjacentes.

2.1.3 Angulos Opostos pelo Vértice

Dois angulos sédo opostos pelo vértice quando os lados de um
deles sado as respectivas semirretas opostas aos lados do outro. Veja,
na gura a seguir: AOC é oposto aDOB.

Figura 2.3: Angulos Opostos pelo Vértice.

| | | |
Note que OA e OB séo opostas €OC € OD também o séo.

Exercicio de Fixacdo 2.4. AOD e COB s&o opostos? Explique
a sua resposta utilizando a de ni¢gdo de angulos opostos.
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2.2 Congruéncia de Angulos

Uma relacdo entre angulos é dita congruéncia (simbolo: )
se as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

i Re exividade. Todo angulo é congruente a si mesmoAOB
AOB (diz-se: AOB é congruente aAOB).

i Simetria. SeAOB COD, entioCOD AOB.

i Transitividade. SeAOB COD e cOD EOF, entdo
AOB EOF.

Figura 2.4: Congruéncia de Angulos.

Exercicio de Fixagdo 2.5.  Angulos opostos s&o congruentes? Por
qué?

2.3 Adicdo de Angulos

|
Se a semirretaOB for interna ao angulo AOC, dizemos que
AOC = AOB + BOC.

Figura 2.5: Adicdo de Angulos.
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Nota 2.

A exemplo do que vimos na aula anterior (em adicdo de seg-
mentos), podemos também usar a ideia de congruéncia para somar
angulos.

Nota 3. Dado um anguloX OY que é a soma d& vezes um angulo
qualquer AOB, dizemos queX Y é um multiplo de AOB, de modo
que podemos escrevé-ln(AOB).

2.4 Bissetriz de um Angulo

!
Uma semirreta OB interna ao angulo AOC pode ser chamada
de bissetriz do anguloAOC , se AOB  BOC.

Figura 2.6: Bissetriz de um Angulo.

Nota 4. Na gura acima, cada um dos arcos que representam 0s
angulos tem um pequeno traco perpendicular, isso quer dizer que
eles sdo congruentes. Arcos com a mesma quantidade de tracos
indicam angulos congruentes. Mas, atencdo, esse caso vale apenas
para angulos da mesma gural!

Exercicio de Fixagdo 2.6. Quais dos angulos a seguir sao con-
gruentes?
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Exercicio de Fixacdo 2.7. Nas guras do exercicio anterior, ha
alguma bissetriz? Qual?

!
Exercicio 2.1. SejaOY uma semirreta interna ao %ngquAOB. Se
AOY COD ecOD YOB, podemos dizer quedY é bissetriz
de AOB? Por qué?

Exercicio Resolvido 2.4.1.  Mostre que as bissetrizes de dois an-
gulos opostos pelo vértice sdo semirretas opostas.

[ I
Solucdo. SejamOX e QY as bissetrizes dos angulos opostos pelo

vértice AOB = e COD (faca a gura, para que visualize melhor
a solucdo), comDOA = . Entdo, por um lado, temos X OA +
AOD + DOY = _+ + 5= + . Por outro lado, temos que

2 +2 =360, deformaque + =180 . Entdo, XOY é um
angulo raso - eOX e OY sdo, realmente, semirretas opostas.

2.5 Medicdo de Angulos

Tome dois segmentos de reta do mesmo tamanh®@A e OB, tal
gue uma das suas extremidades (neste caso, 0 por@) seja o vértice
do anguloAOB. Seja, agora,(O;r) a circunferéncia centrada emO
e de raioOA (isto é, r = OA). Assim, podemos dizer que o angulo
AOB é o arco de extremidadesA e B que pertence a(O;r). A
rigor, todos os angulos podem ser considerados arcos, de modo que
podemos estabelecer a sua medida a partir da ideia de fracbes da
circunferéncia.
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Figura 2.7: Angulo AOB como fracéo de(O;r).
Nota 5. Angulos congruentes tém a mesma medida.

2.5.1 Graus

Por convencéo, costumamos dizer que um circulo (ou a abertura
da sua circunferéncia) tem360 (diz-se: l360 graus). Ou seja, se
abrirmos o angulo AOB, mantendo xa OA, até que B complete
uma volta ao redor deO, teremos percorrido360 .

Assim, se o angulo é um arco que representa% do circulo,
temos que a sua medida é deo .

Figura 2.8: Angulo de 90 .

Nota 6. Costumamos representar os angulos d@0 graus com um
guadrado, ao invés de um arco.
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| |
Exercicio de Fixacdo 2.8. Dadas as semirretasOA e OB, dese-
nhe AOB =180 . Que gura geométrica teremos tracado entre os
pontosA eB?

Exercicio 2.2. Determine o valor dex.

Nota 7. Observe, agora, que podemos somar angulos da seguinte
maneira: seAOB =35 eBOC =45 s&o adjacentes, entdadA OB +
BOC=35 +45 =80 .

Nem sempre, porém, conseguimos um corte perfeito em termos
de graus, de modo que é necessario estabelecer uma medida para
porcdes ainda menores de angulos (tal como os milimetros 0 séo para
os centimetros). Essas por¢cdes menores sdo chamadas de minutos
e segundos. Um grau (1 ) equivale a sessenta minutos e um minuto
equivale a sessenta segundo®;’ , por exemplo, vale30 minutos).

Representamos 0s minutos com o simbol®; e os segundos com
% Qu seja, um angulo del0 graus, 20 minutos e 30 segundos pode
ser escrito da seguinte maneira10 20%30%°

Exercicio de Fixacdo 2.9. Quanto é 11 55%13%% 25 10%24°®

2.5.2 Radianos

Outra medida para angulos é o que chamamos de radianos. Tal
como dizemos que um circulo ten860 , podemos também a rmar
que ele tem2 radianos. Assim, 3% =1.

Exercicio de Fixacdo 2.10. Escreva os seguintes angulos em ra-
dianos: 30, 45, 60, 90, 180, 185, 270 e 300 .
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2.6 Angulos Agudo, Reto, Obtuso, Raso, Con-
vexo e Cdncavo

O éangulo agudoé um angulo menor do qued90. Se ¢é um
angulo agudo, entdo0< < 90.

O angulo reto é um angulo com exatamented0 .

O angulo obtusoé um angulo ( ) com medida entre90 e 180,
isto ,90 < < 180.

O angulo rasoé um angulo com medida0 ou 180 .

O angulo convexoé um angulo ( ) com medida entre0 e 180,
isto ,0 < < 180.

O angulo cdncaveé um angulo ( ) com medida entre180 e 360,
isto é,180 < < 360.

Exercicio de Fixagdo 2.11. Faca desenhos representando cada
um dos angulos acima.

2.7 Angulos Complementares e Suplementa-
res

Dois angulos sdocomplementaresse a soma das suas medidas
resulta em 90 .

Dois angulos sacsuplementaresse a soma das suas medidas re-
sulta em 180 .

2.8 Retas Paralelas cortadas por uma Trans-
versal.

Dadas duas retas paralelas e ndo colinearesge s. Se as atraves-
sarmos com uma reta transversalt, obteremos oito angulos, como
mostra a gura abaixo. Esses angulos serdao suplementares ou con-
gruentes.
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Figura 2.9: Retas Paralelas cortadas por uma Transversal
Dai, obtemos as relagbes nomeadas a seguir:

2.8.1 Angulos Correspondentes

Sdo angulos que ocupam a mesma posicdo em retas distintas.
No caso descrito acima, os angulos correspondentes sdo congruentes.
Desse modo: ; ; X

2.8.2 Angulos Alternos Internos

Observe que o0 nome desses angulos ja indica a posicéo por eles
ocupada. A palavra interno diz que esses angulos estédo no interior
der==s; e a palavra alterno nos diz que eles aparecem em posicdes
alternadas com relagéo a retd.

Os angulos alternos internos séo congruentes. Assim, na acima,
temos que e

Exercicio de Fixacdo 2.12. Se os angulos =(2x+10) e =
(4x 30) sao alternos internos, qual o valor dex?
2.8.3 Angulos Alternos Externos

Esses angulos estédo no exterior dee=s e, a0 mesmo tempo, estdo
em lados opostos da reta.
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Os angulos alternos externos também sao congruentes. Desse
modo, temos que, ha gura acima: e

Exercicio de Aprofundamento 2.2. Mostre que a soma dos an-
gulos internos de um tridngulo é sempre 180 graus (usaremos essa
propriedade para resolver alguns dos problemas abaixo).

Exercicio de Aprofundamento 2.3. Qual a medida dos angulos
internos de um poligono convexo de lados?

Dica: calcule a quantidade de triangulos que podemos tracar a partir
da conexao de um dos vértices do poligono com os demais.

Exercicio 2.3. (OMM 2009) ABGH ¢é um quadrado no exterior
do hexagono regularABCDEF . Quanto mede o anguloH FA?

Exercicio 2.4. Na gura abaixo, onde AB==CD, mostre que a
soma dos angulos brancos é igual a soma das medidas dos angulos
cinzas. Tal resultado vale para qualquer quantidade de bicos no
desenho e o chamamos popularmente de Teorema dos Bicos.

Problemas Propostos

1. (OBMEP 2006) Uma tira de papel retangular é dobrada
ao longo da linha tracejada, conforme indicado, formando a
gura plana da direita. Qual a medida do angulo x?
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2. Qual é o 4ngulo que excede o seu complemento €6 ?

3. (OBMEP 2014) Na gura, os pontos A, B e C estéo alinha-
dos. Qual é a soma dos angulos marcados em cinza?

4. Considerer==s, determine +

5. Determine AFE, sabendo que ABCD é um quadrado (ou
seja, cada um dos seus angulos internos possui 90 graus).
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| |
6. SejamAB==GF eBCD + DEF =84 . Qual é o valor de
a?

7. (OMM 2005) Observe a gura abaixo. Qual é o valor do
angulo BDE , sabendo queABCD é um quadrado eABE é
um tridngulo equilatero (que possui todos os lados iguais)?
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8.

9.

10.

(OMM 2007 - Adaptada) Na estrela ABCDE , sabemos que
GBF =20, GHI =130 e GFJ =100 . Qual o valor de
GCH?

Em um tridngulo, o maior entre dois lados quaisquer é o lado
oposto ao angulo maior. Ou seja, no triangulo ABC, temos
AB > AC, entdo ACB > A BC e vice-versa. A partir disso,
prove que, seAB = AC, entdo os angulosABC e ACB séo
iguais.

(OBMEP 2009) A gura mostra dois trechos de 300 km
cada um percorridos por um avido. O primeiro trecho faz um
angulo del18 com a direcdo norte e o segundo, um angulo de
44 | também com a direg&o norte. Se o avido tivesse percorrido
o trecho assinalado em pontilhado, qual seria 0 &ngulo desse
trecho com a direcdo norte?
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11. (Simulado POTI/UFPR - 2021) Sabendo que EAB = 135
eBED =130 , encontre o valor da somaABC + CODE + DEA.

12. (OMM 2019) Na seguinte gura, algumas medidas de an-
gulos sdo mostradas. Diga: qual € o valor?
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13. Na gura abaixo, P é intersecao das bissetrizes externas
emB e C. Calcule a medida do anguloBP C, sabendo que a
medida anguloA é 70 graus.

14. Encontre o resultado da soma dos angulos! AN + M BN +
MCEN + MDN .
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15. Seja a gura abaixo e considere:AB = AC, DBE =60 ,
BCD =50 eECD =30 . Determine a medida do angulo
BED.

16. Dois espelhos formam um angulo d&0 graus. Um raio de
luz entra nesse angulo paralelo a um dos lados e é re etido
pelos lados de acordo com a lei usual que diz que o angulo
de incidéncia é igual ao angulo de re exdo. Quantas vezes ele
vai ser re etido nos espelhos antes de sair?

17. Na gura abaixo, ABGH , BCFG e CDEF s&o quadrados
iguais. Determine a somaABH + ACH + ADH .

18. (OMA 2019) Na gura, PQ = QR, PT = ST = RT,
RTP =70 eSRQ = SPQ =80 . Quanto medeROP?
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19.

20.

(Simulado POTI/UFPR - 2021) Seja a gura abaixo e con-
sidere: EDF =140 , FEG =135, GBH =118 eHAE =
104 . Determine o valor da somaAED + DFC+ CGB +BHA.

(OBM) Na gura, quanto vale x?
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21. (OBMEP 2009) No triangulo ABC, temos AB = AC e o0s
cinco segmentos marcados tém todos a mesma medida. Qual
é a medida do anguloB AC ?

22. (OMERJ 2015) SejamABCD um quadrado eCDE eBFG
tridngulos equilateros todos com o mesmo lado, tais quA, B
e F sdo colineares, conB entre A e F, e CDE é exterior ao
quadrado.

a. Prove queDBGE ¢é um paralelogramo.
b. Calcule os angulos do trianguloECG.
23. (OBMEP 2019) Na gura, OA = OB = OC. Os pontosA,

O e D estéo alinhados, e os ponto® e E no segmentoBC
sdo tais queBD = DE = EC = OD = OE.



50 POTI/TOPMAT

a. Calcule a medida do angulcODE .
b. Calcule a medida do anguloB OE.
c. Calcule a medida do anguloB AC.

24.  Prove que a soma dos angulos nos vértices de uma estrela
com cinco pontas é igual al80 graus.

25. Sejam!A'\B e!CD duas retas que se intersgctam em um ponto
O. Sejam OP, a bissetriz do anguloAOC, OT a bissetriz do
anguloP OB e OR a bissetriz do anguloT OD. SePOR = 25°,
encontre o valor deAOC e AOD.
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Triangulos

Triangulos sdo guras geométricas planas formadas pela inter-
seccdo, em trés pontos distintos, de trés retas concorrentes.

Figura 3.1: Triangulo 4 ABC.

De nicdo 3.1. Mais especi camente, dados trés pontosA, B eC,
nao colineares, damos 0 nome de triangulo a reunido dos segmen-
tos AB, AC eBC - e a denotamos por4 ABC .

Nota 1. Os triangulos pertencem a classe de guras geométricas
chamada poligonos, que é a classe que retne guras planas e fe-
chadas, constituidas por segmentos de reta. A palavra poligono
signi ca, literalmente, muitos angulos , pois a reunido dos segmen-
tos de reta que compde 0s seus elementos acaba por gera-los.

51
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3.1 Elementos do Triangulo

i. Veértices: os pontosA, B e C sdo os vértices det ABC .
ii. Lados AB, AC eBC séo os lados del ABC .

iii. Angulos Internos. os angulosABC, BEA e CAB sdo os an-
gulos internos de4 ABC .

iv. Angulos Externos s&o os angulos formados a partir do encon-
tro entre o prolongamento de um dos lados do triangulo com
, um lado adjacente. Se tomarmos, por exemplo, a semirreta

"BC que atravessa o pontoD fora de BC, ACD é um dos
angulos externos de4 ABC .

Exercicio de Fixacdo 3.1. Faca um desenho de todos os angulos
externos de4 ABC e os nomeie.

3.1.1 Angulos Internos e Externos

Como vimos na aula anterior, a soma dos angulos internos de
um tridngulo é 180 .
Dai, obtemos o seguinte:

Teorema 3.1. Em todo triangulo, qualquer angulo externo é igual
a soma dos dois angulos internos néo adjacentes.

Tente vocé mesmo demonstrar esse teorema! (lembre-se de que
0 angulo externo é igual al80 menos o angulo adjacente e que o
angulo adjacente € igual al80 menos os dois angulos ndo adjacen-
tes)

3.2 Classi cacao dos Triangulos

3.2.1 Quanto aos Lados

i. Equilatero: triangulo com trés lados congruentes.

ii. Isosceles triangulo com exatamente dois lados congruentes.
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iii. Escalena triangulo com lados n&o congruentes uns aos outros.

Figura 3.2: Triangulos equilatero, isGsceles e escaleno,
respectivamente.

Exercicio 3.1. No desenho abaixo, o tridngulo4 ABC é isbsceles
com baseBC. Determine os valores dex ey.

3.2.2 Quanto aos Angulos

i. Retangula triangulo com um angulo reto.
ii. Acutangulo: triangulo com todos os angulos agudos.

iii. Obtusangulo triangulo com um dos seus angulos obtuso.
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Figura 3.3: Da esquerda para a direita: triangulos retangulo,
acutangulo e obtusangulo.

Nota 2. Damos o nome de hipotenusa ao lado oposto ao angulo
reto do tridngulo retangulo. Aos demais lados desse tipo de trian-
gulo, catetos.

3.3 Congruéncia de Triangulos

Um tridngulo é congruente (simbolo: ) a outro se pudermos
relacionar seus vértices de modo a que:

i. seus lados sejam congruentes aos lados do outro, ordenada-
mente;

ii. seus angulos sejam congruentes aos angulos do outro, ordena-
damente.

Figura 3.4: Congruéncia de Triangulos.

Nota 3. Como nos casos anteriores (de segmentos de reta e angu-
los), a congruéncia entre tridngulos é re exiva, simétrica e transitiva.
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3.3.1 Casos de Congruéncia

Existem algumas condi¢des basicas que nos permitem avaliar se
dois tridngulos sdo congruentes, sem que precisemos veri car se cada
angulo e cada lado de um triangulo é congruente ao do outro. A
essas condi¢Bes basicas damos o home de casos de congruéncia.

Caso Lado-Angulo-Lado (LAL)

Se dois triangulos tém dois lados congruentes e os angulos for-
mados por esses lados também o sao, entdo os triangulos sao con-
gruentes.

Exercicio de Fixacdo 3.2. Usando o caso LAL, escreva as possi-
bilidades de se garantir a congruéncia entre os triangulog ABD e
4 ABYCOda Figura 3.4.

Exercicio 3.2. Prove, usando LAL, o seguinte teorema: se um
triangulo tem dois lados congruentes, entdo os angulos opostos a
esses lados séo congruentes (teorema do tridngulo isosceles).

Caso Angulo-Lado-Angulo (ALA)

Se dois triangulos tém um lado congruente e os angulos adjacen-
tes a esse lado também o séo, entdo os triangulos séo congruentes.

Exercicio de Fixacdo 3.3. Usando o caso ALA, escreva as possi-
bilidades de se garantir a congruéncia entre os triangulo§ ABD e
4 ABCda Figura 3.4.

Exercicio 3.3. Prove, usando ALA, a reciproca do teorema do tri-
angulo isésceles: se um triangulo possui dois &ngulos congruentes,
entéo ele é isbceles.

Caso Lado-Lado-Lado (LLL)

Se dois tridngulos tém os trés lados congruentes, entdo os trian-
gulos sé@o congruentes.
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Exercicio de Fixagdo 3.4. Usando o caso LLL, escreva as possi-
bilidades de se garantir a congruéncia entre os triangulod ABD e
4 AB YO da Figura 3.4.

Caso Lado-Angulo-Angulo-oposto (LAA o)
Se dois tridngulos tém um lado, um angulo adjacente e o angulo
oposto a esse lado congruentes, entao os triangulos sdo congruentes.

Exercicio de Fixacdo 3.5. Usando o caso LAAy, escreva as pos-
sibilidades de se garantir a congruéncia entre os triangulo$ ABD
e 4 ABda Figura 3.4.

Caso de Congruéncia de Triangulos Retangulos

Se dois triangulos retangulos tém as hipotenusas e um cateto
congruentes, entdo os triangulos sdo congruentes.

3.4 Mediana de um Triangulo

Mediana é o segmento que parte de um dos vértices do triangulo
e encontra 0 ponto médio do lado oposto a esse vértice.

Figura 3.5: MedianaAM relativa ao vértice A e ao ladoBC.

Nota 4. A reta perpendicular aBC que passa poM , extremidade
da medianaAM , damos o nome de mediatriz.

Exercicio de Aprofundamento 3.1. Prove o seguinte teorema:
um angulo externo de um tridngulo é maior que qualquer um dos
angulo internos ndo adjacentes (Teorema do Angulo Externo).
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Exercicio 3.4. Em um triangulo isésceles4 ABC de baseAB, o
angulo ABC é igual a2 de PSQ, formado pelas mediatrizesQS e
PS. Calcule os angulos desse triangulo.

Exercicio 3.5. Mostre que a mediana relativa a hipotenusa de um
triangulo retangulo mede metade da hipotenusa.

3.5 Bissetriz Interna de um Triangulo

A Bissetriz Interna de um Tridngulo é o segmento que parte de
um dos vértices do triangulo dividindo o &ngulo desse vértice em
dois &ngulos congruentes e encontra o seu lado oposto.

Figura 3.6: Bissetriz AD relativa ao vértice A e ao ladoBC.

Teorema 3.2. Seja4 ABC um triangulo qualquer (como o da -
gura acima). Se a bissetriz interna do anguloBAC intersecta o
lado BC no ponto D, entéo D divide o lado BC em dois segmentos

proporcionais aos outros dois lados, isto % = %.

Nota 5. A Bissetriz Externa de um Triangulo é a bissetriz de um
dos angulos suplementares aos angulos internos do triangulo.
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Exercicio 3.6. As bissetrizes internas dos anguloABC e ACB
de um triangulo 4 ABC formam um angulo de103 . Determine a
medida do anguloB AC.

Exercicio 3.7. Determine a medida do menor angulo formado pe-
las bislsetrizes externas relativas aos vérticeB e C (e as semirretas
AB e AC, respectivamente) de um triangulo4 ABC , sabendo que
BAC =76 .

Exercicio 3.8. Dado o triangulo 4 ABC, com AD bissetriz do an-
gulo BAC, AC =6, BD =2 eDC =3. Qual o valor de BA?

3.6 Altura de um Triangulo

A altura de um triangulo € um segmento de reta perpendicular a
um dos lados do triangulo ou ao seu prolongamento, tracado desde
0 vértice oposto. Esse lado é chamado de base da altura, e o
ponto onde a altura encontra a base é comumente chamado de pé
da altura.

Notacdo 1. Costumamos representar a altura com a letrah.

Figura 3.7: Altura h.

Exercicio 3.9. As bissetrizes internas dos anguloABC e ACB
de um triangulo 4 ABC formam um angulo de116 . Determine a
medida do menor angulo formado pelas alturas relativas aos lados
AB e AC desse triangulo.
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3.7 Desigualdade Triangular

Questao Introdutoria 1. Seria possivel os lados de um triangulo
medirem 4, 6 e 8 centimetros? Justi que a sua resposta.

Antes de enunciarmos o que é a chamada desigualdade triangu-
lar , devemos anotar dois teoremas, pois nos ajudardo a entendé-la.
Teorema 3.3. Se dois lados de um tridngulo ndo s@o congruentes,
entdo os angulos opostos a eles ndo sdo congruentes e 0 maior deles
esta oposto ao maior lado.

Teorema 3.4. Se dois angulos de um triangulo ndo sdo congruen-
tes, entdo os lados opostos a eles ndo sdo congruentes e 0 maior deles
esta oposto ao maior lado.

Agora, enunciemos 0 proposto.

Teorema 3.5 (Desigualdade Triangular). Em todo tridngulo, cada
lado é menor que a soma dos outros dois.

Ou seja, dado um triangulo4 ABC , entdo AB < BC + CA.

Demonstr@gﬁo. Consideremos um PontoK na semirreta oposta a
semirreta AC, tal que:
AK  AB: (3.1)

Assim,
KC = AC + AK =) KC = AC + AB: (3.2)

De (3.1), segue quel ABK & isésceles de badeK (isto é, AKB
ABK ) e A é interno aCBK (isto é, CBK > A BK ). Entao,

CBK <A KB CKB: (3.3)

No triangulo 4 BCK , com (3.3) e os teoremas anteriores, temos
BC < KC; e, com (3.2),

BC < AC + AB:

Exercicio de Fixacdo 3.6. Sem repeti-los, quantos triangulos po-
deriam ser montados com os comprimentos a sequig, 4, 5, 10, 6,
lel7?
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Exercicio de Fixacdo 3.7. O triangulo 4 ABC tem os ladosAB =
11;8 e BC = 14;3. O perimetro (soma de todos os lados) do trian-
gulo pode ser de52; 3? Justi que.

Exercicio 3.10. A distancia de Leningrado a Moscou é deé60km.
De Leningrado até a cidade de Likovo sa@1(km, de Likovo a Klin
s4020km e de Klin a Moscou sdol5km. Qudo longe ca Likovo
de Moscou?

Exercicio 3.11. (OMM 2006) O sitiante Bernardo construiu um
curral com formato de um quadrilatero convexo, conforme a gura
abaixo, em queAC =6m e BD =5m. Mostre que o perimetro do
curral € maior que 12 e menor que22 metros.

3.8 Semelhanca de Triangulos

O que poderiam ser tridangulos semelhantes? Ter lados e angulos
com a mesma medida? Pois, se assim fosse, diriamos apenas que
eles sdo congruentes, sem que precisassemos de outra denominagao.
Entdo, 0 que sera que dois tridngulos devem ter em comum ou de
parecido para que os chamemos semelhantes ?

De nicdo 3.2. Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se,
possuem, de forma ordenada, os trés angulos congruentes e os lados
correspondentes proporcionais.

Notacdo 2. Sed4 ABC e4 DEF s&o semelhantes, escrevemdsABC
4 DEF .
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Figura 3.8: 4 ABC 4 ABX?O

Assim, como4 ABC 4 ABXCC entaoCAB CY%UBC ABC

0 nOp AB _ BC _ CA _ .
ABxO BEA BXA € X80 = Bico = oo~ K COMK2 R (k &

normalmente chamado de razdo de semelhanga dos triangulos ).

Nota 6. Sek =1, entdo os triangulos sdo congruentes.

Mas serad que € preciso conhecer todos os lados e angulos de
dois triangulos para que possamos dizer que eles sdo semelhantes?
Exploremos essa questéo formulando ainda outras:

Exercicio de Aprofundamento 3.2. Se dois tridngulos possuem
dois angulos ordenadamente congruentes, eles sdo semelhantes? Por
qué?

Exercicio de Aprofundamento 3.3. Se dois lados de um trian-
gulo séo proporcionais aos lados correspondentes do outro triangulo
e se 0 angulo entre esses lados for congruente ao correspondente do
outro triangulo, entdo os tridngulos sdo semelhantes? Por qué?

Exercicio de Aprofundamento 3.4. Se dois tridngulos possuem
0s seus lados correspondentes proporcionais, entdo eles sdo seme-
Ihantes? Por qué?

Exercicio de Fixacdo 3.8. Descubra o valor dex na gura a
seguir.



62 POTI/TOPMAT

3.9 Teorema de Tales de Mileto nos Trian-
gulos

Questéao Introdut(’)ria] 2. Dado o triangulo 4 ABC . Se tracarmos
uma reta paralela aBC que cruzeAB e AC em pontos distintos,
conforme a gura abaixo, podemos dizer que4a ABC 4 ADE?
Vocé seria capaz de provar isso?

A resposta a primeira pergunta é sim, veja o teorema abaixo.
No entanto, a segunda permanece: vocé seria capaz de provar essa
semelhanca?
Teorema 3.6. Se uma reta é paralela a um dos lados de um tri-
angulo e atravessa os demais em pontos distintos, entdo o triangulo
formado por essa reta é semelhante aquele que fora cortado pela
reta.

| |
Desse modo, usando a gura acima: comdE==BC, entdo
4 ABC 4 ADE.
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| |
Exercicio de Fixacdo 3.9. Sabendo queDE==BC, determine o
valor de x na gura abaixo.

Exercicio de Aprofundamento 3.5. Mostre que, se a razdo de
semelhanca entre dois tridngulos &, entdo a razdo entre 0s seus
perimetros também seréb.

Exercicio de Aprofundamento 3.6. Dados os triangulos seme-
lhantes 4 ABC e 4 ABXC® SeAB = 30 e o seu correspondente
A®BO = 60, determine o perimetro do triangulo 4 ABC, sabendo
que o perimetro do triangulo4 AB % é 300.

3.10 Triangulo Retangulo

Como vimos anteriormente, um tridngulo retangulo é um trian-
gulo com um de seus angulos medindo exatamen&o .

O lado oposto ao angulo reto do triangulo retangulo é chamado
de hipotenusa e os demais lados, catetos.

Exercicio de Fixacdo 3.10.  Em um tridngulo retangulo com lados
3, 4 e 5, quanto medem os catetos e quanto mede a hipotenusa?

Agora, vamos ver algumas caracteristicas desse tipo de triangulo.

3.10.1 Semelhancas no Triangulo Retangulo

Se tomassemos um tridngulo retangulo com a hipotenusa como
base e tracassemos a sua altura, cor® sendo o pé da altura,
como na gura abaixo, poderiamos dizer quet ABC 4 DBA
4 DAC ? Justi que a sua resposta.
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3.10.2 Teorema de Pitagoras

Assumindo que vocé conseguiu justi car as semelhancas acima,
podemos concluir algumas relag@es:

1. Como4 ABC 4 DBA, entdo

ﬁ_ ﬁ_ ARZ - RABRO:
A5 - Bp -) AB = BCBD: (3.4)

2. De outro modo, como4 ABC 4 DAC, entdo

BC _AC . 2
& = oo ©) AC’=BC:DC: (3.5)

Assim, somando (3.4) e (3.5), temos:

AB’+ AC’= BC:BD + BC:

)
@]

=) AB’+ AC”= BC:(BD +
ComoBD + DC = BC, entjo:

o

C)

AB°+ AC’= BC:B
=) AB°+ AC’=BC"~
Desse modo, concluimos o seguinte:

Teorema 3.7 (Teorema de Pitdgoras) Em um tridngulo retangulo,
a soma do quadrado dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa.
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Exercicio de Fixagdo 3.11.  Determine o valor dex ey nas guras
abaixo:

Exercicio 3.12. Usando o que estudamos até aqui, determine o
valor de h.
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Problemas Propostos

1. (OPRM 2017 - Adaptada) Se oito pipas idénticas forem

arranjadas conforme a gura abaixo, qual o valor do angulo
?

2.  (OBM 2004) No triangulo 4 PQR, a altura PF divide o
lado QR em dois segmentos de medidaQF = 8 e RF = 5.
SePF =13, qual é a medida deP Q?

3. (OPRM 2017 - Adaptada) De um tridangulo equilatero de
perimetro 75 cm séo retirados triangulos equilateros deb cm
de lado como mostra a gura abaixo. Quanto € o perimetro
da gura resultante?
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4.  (Portal OBMEP) No desenho abaixo, os triangulos ABC
e BED sao equilateros de mesmo lado. Determine o angulo
AEB.

5. (Portal OBMEP) Na gura abaixo, ODC = OBE eOEB =
DCO. SeDC = EB, DOB =60 e OB = 5cm, determine o
comprimento deBD .

6. (Portal OBMEP) Sabendo que AB =15, BC =20, AD =
10e DC =15, determine a medida deDE na gura abaixo.

7. (OBM 2011) No triangulo ABC , os pontosD eE pertencem
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8.

9.

10.

ao ladoBC e séo tais queBD = BA e CE = CA. Dado que
DAE =40 , determine a medida do anguloB AC.

(Portal OBMEP) Determine x na gura abaixo, na qual
existem trés quadrados de lado®, x e 4.

(OBM 2013 - Adaptada) SejaABC um triangulo retangulo
emA. SejaD o ponto médio deAC. Sabendo queBD =3DC
e queAC =2, qual a medida da hipotenusa deABC ?

(OBMEP 2007 - adaptada) Dizemos que trés ou mais poli-
gonos regulares se encaixam se é possivel coloca-los em torno
de um vértice comum, sem sobreposicdo, de modo que cada
lado que parte desse vértice é comum a dois desses poligonos.
Na gura, vemos dois exemplos de poligonos que se encaixam.



Aula 3 - Triangulos 69

a. Um quadrado e dois octégonos (poligonos regulares de
oito lados) se encaixam? Justi que sua resposta.

b. Um tridngulo equilatero, um heptagono (poligono regular
de sete lados) e um outro poligono se encaixam. Quantos
lados tem esse poligono?

11. (OBMEP 2006) Na gura, os triangulos ABC e DEF séo
equilateros de ladosl4 cm e13 cm, respectivamente, e os lados
BC e EF s&o paralelos.

a. Calcule a medida do angulcEOT.
b. Calcule o perimetro do poligonoP QRST U.
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c. Se o segmentd® Q mede 6 cm, qual é a medida do seg-
mento ST?

12. (OPRM 2016 - Adaptada) Na gura abaixo, o perimetro do
tridngulo equilatero ABC é72cm, M é o ponto médio deAB
e CE =16 cm. Quanto é a medida do segment@€N, em cm?

13. (OPRM 2019 - Adaptada) Considere4 ABC um triangulo
equilatero e M, N, P e Q os pontos médios dos lado#\B,
AC, AD e AE, respectivamente. Sabendo qu&N =2 cm e
CD + ED + EB =12 cm, calcule o perimetro do quadrilatero
MNPQ.

14. (OBMEP - Adaptada) A gura mostra quatro circulos de
raio 1 cm dentro de um tridngulo. Os pontos marcados séo
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15.

16.

17.

0s pontos de tangéncia (em que a circunferéncia toca outra
gura). Qual é o comprimento do menor lado desse triangulo?

(OBMEP - Adaptada) No triangulo ABC, o comprimento
dos ladosAB, BC e CA, nessa ordem, sao nlmeros inteiros e
consecutivos. A altura relativa aBC divide este lado em dois
segmentos de comprimentosn e n, como indicado. Quanto
valem n?

Em um triangulo ABC, foi desenhada uma reta paralela
ao lado AC contendo o ponto de intersecdo das bissetrizes do
triangulo. Esta reta intersecta os ladosAB e BC nos pontos
M e N, respectivamente. Prove queMN = AM + CN.

(Simulado POTI/UFPR - 2021) Qual o valor aproximado
do segmentoGB, na gura abaixo, sabendo que ambos 0s
poligonos s&o regulares e quaB = 2.
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(@ 4,5
(b) 5,3
(c) 6
(d) 6,4
(e) 6,5
18. (OBMEP 2008) Na gura, o angulo ADC mede 48 e os

triangulos ACD, DBE e EAF sdao isésceles de baséd , DE
e EF, respectivamente. Quanto mede o anguld® EF ?

19. (OBMEP 2011) Em todas as guras desta questdo, vemos
um triangulo ABC dividido em quatro partes; nesses triangu-
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los, D é ponto médio deAB, E é ponto médio deAC e FG
mede 3BC.

a. Os quadrilaterosDJMA e ELNA sdao obtidos girando
de 180 os quadrilaterosDHFB e EIGC em torno deD
e E, respectivamente. Explique por que os pontoM , A
eN estdo alinhados, ou seja, por que a medida do angulo
MAN ¢é igual a180.

b. Na gura, o ponto K € a intersecdo das retadM eLN .
Explique por que os triangulosF Gl e MNK sd&o congru-

entes.
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20.

21.

c. Os itens acima mostram queHJKL é um retangulo for-
mado com as quatro partes em que o triangulABC foi
dividido. Mostre que LH = EF.

A altura de A ao lado deBC em um tridangulo ABC néo
€ menor do que o ladaBC e a altura de B ao ladoAC néo é
menor do que o ladoAC. Encontre os angulos deABC .

(OMM 2010) Othon dispunha de triangulos retdngulos de
papeldo de trés tipos diferentes, esquematizados a seguir:

Justapondo um cateto de um tridngulo a hipotenusa de outro
do mesmo tipo de forma sucessiva, conforme as guras abaixo,
0 primeiro e 0 segundo tipos formam cataventos, enquanto
0 terceiro n&o.
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a. Encontre a condi¢cdo que um triangulo retangulo deve sa-
tisfazer para que seja possivel formar com ele um cata-
vento. Aplique essa condicdo e veri que que os dois pri-
meiros tridangulos realmente formam cataventos. (Dica:
analise o angulo do vértice comum aos tridngulos justa-
postos)

b. Othon percebeu que, justapondo triangulos como o abaixo,
nao se gerava um catavento; mas caso continuasse a jus-
taposicdo apos completada a primeira volta, a segunda
volta terminava onde a primeira havia comecado.

Encontre a condi¢cdo que um triangulo retangulo deve sa-
tisfazer para que o nal da p-ésima volta coincida com o
inicio da primeira volta. Aplique essa condi¢ado e veri -
gue que no tridngulo acima isso ocorre ao nal da segunda
volta.

22. Responda as questdes abaixo:

a. Cinco tridngulos congruentes de papel foram colocados
sobre uma mesa. Cada um deles pode ser deslocado em
qualquer direcdo, mas ndo pode ser girado ou virado de
modo que a face que estava para cima que para baixo.
Sempre é possivel cobrir cada um desses triangulos com
0S outros quatro?

b. Responda a mesma pergunta, mas suponha que os trian-
gulos séo equilateros, além de congruentes.

c. Nas condicbes do item anterior, sempre é possivel cobrir
qualquer dos triangulos com apenas trés restantes?
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23.

(IMO 2016) O triangulo BCF € retangulo emB. Seja A o
ponto da reta CF tal que FA = FB e queF esteja entreA e
C. Escolhe-se o pontadD de modo queDA = DC e queAC
seja bissetriz do anguloD AB . Escolhe-se o pontcE de modo
queEA = ED e que AD seja a bissetriz do angul&AC . Seja
M o ponto médio de CF. SejaX o ponto tal que AMXE seja
um paralelogramo (comAM==EX e AE==MX ). Demonstre
que as retasBD, FX e ME s&o concorrentes.
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Quadrilateros Notaveis

Quadrilateros, como o nome indica, sdo poligonos que possuem
guatro lados.

Denicdo 4.1. Mais especi camente, dados quatro pontosA, B,
C e D, trés deles nao colineares, damos o0 nome de quadrilatero a
reunido dos segmentof\B, BC, CD e DA, quanto se interceptam
somente nas extremidades.

Notacdo 1. Denotaremos o quadrilatero com vérticesA, B, C eD
da seguinte forma: ABCD .

H4 dois tipos de quadrilateros: os céncavos e 0s convexos, con-
forme a gura abaixo:

Figura 4.1: ABCD cobncavo (a esquerda) éABCD convexo (a di-
reita).

77
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Nesta aula, porém, estudaremos apenas algumas formas de qua-
drilateros convexos, os chamados quadrilateros notaveis, dando
atencédo especial as suas propriedades.

4.1 Elementos do Quadrilatero

i. Vértices: os pontosA, B, C e D sao os vértices deABCD .
ii. Lados AB, BC, CD e DA sé&o os lados deABCD .

iii. Angulos os angulosDAB , ABC, BCD e CDA s&o os angulos
de ABCD .

iv. Diagonais. AC e BD s&o as diagonais déABCD .

Exercicio de Fixagdo 4.1. Faca um desenho de um quadrilatero
convexo com suas diagonais.

Exercicio 4.1. Qual a medida dos angulos internos de um quadri-
latero? Justi que a sua resposta.

4.2 Trapézio

Denicdo 4.2. Um trapézio € um quadrilatero convexo que possui
dois lados paralelos.

Costumamos dizer que os lados paralelos sédo as bases do tra-
pézio.

Os dois outros lados, por sua vez, ndo sendo base, poderédo ndo
ser paralelos, de modo que, de acordo com a sua forma, podemos
classi car os trapézios:

i. Trapézio IsOsceles quando esses lados sdo congruentes.
ii. Trapézio Escaleno quando esses lados ndo sao congruentes.

iii. Trapézio Retangula quando um desses lados for perpendicular
as bases, formando angulos deo .
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Exercicio de Fixacdo 4.2.  Classi que os trapézios da gura abaixo
conforme a descri¢do anterior.

Exercicio de Aprofundamento 4.1. Prove que em todo trapézio
ABCD de basesAB e CD temos o seguinte resultado:

DAB + ADC = ABC + BED =180

4.2.1 Trapézio IsOsceles
Exercicio de Aprofundamento 4.2. Mostre que os angulos de
cada base de um trapézio is6sceles sdo congruentes.

Teorema 4.1. As diagonais de um trapézio isésceles sao congruen-
tes.

Tente vocé mesmo provar o teorema acima, usando os resultados
obtidos nos exercicios anteriores.

4.3 Paralelogramo

De nicdo 4.3. Um quadrilatero convexo cujos lados opostos sao
paralelos é um paralelogramo.

Figura 4.2: ParalelogramoABCD .

Exercicio de Aprofundamento 4.3. Mostre que em todo para-
lelogramo dois angulos opostos quaisquer sao congruentes.
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Exercicio de Fixacdo 4.3. Em um paralelogramoABCD , o an-
gulo DAB mede53 . Determine os outros trés angulos desse para-
lelogramo.

Exercicio de Fixacdo 4.4. Determine o valor de x na gura
abaixo:

Exercicio 4.2. Determine o angulo entre as bissetrizes de dois an-

gulos que partiiham de um mesmo lado de um paralelogramo (o

angulo a ser determinado é aquele formado pelos segmentos ponti-
Ihados abaixo).

Teorema 4.2. Todo quadrilatero convexo cujos angulos opostos
sdo congruentes € um paralelogramo.

A partir do que fora enunciado acima, pense: que guras geomeé-
tricas vocé conhece que poderiam ser consideradas paralelogramos?
Teorema 4.3. Em todo paralelogramo, os lados opostos sdo con-
gruentes.

Exercicio de Aprofundamento 4.4. Demonstre o teorema acima.

Dica: trace o segmentoAC e, a partir do paralelismo entre AB e
DC, garanta a congruéncia deD CA com CAB .

Teorema 4.4. Todo quadrilatero convexo cujos lados opostos sao
congruentes é um paralelogramo.

Que guras geométricas vocé conhece que atendem ao que esta
dito acima?
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Teorema 4.5. Em todo paralelogramo, as diagonais se interceptam
nos respectivos pontos médios.

Figura 4.3: M é o ponto médio de ambas as diagonais do paralelo-
gramo.

Teorema 4.6. Todo quadrilatero convexo cujas diagonais se inter-
ceptam nos respectivos pontos médios € um paralelogramo.

De acordo com o que esta dito no teorema acima, podemos con-
cluir que, se dois segmentos de reta se interceptam nos respectivos
pontos médios, entdo suas extremidades séo vértices de um parale-
logramo?

Exercicio de Aprofundamento 4.5. Pense no seguinte: pode-
mos dizer que todo quadrilatero convexo com dois lados paralelos e
congruentes € um paralelogramo? Por qué?

Agora que conhecemos um pouco a respeito dos paralelogramos,
estudemos mais aprofundadamente alguns deles:

i. Retdngula um quadrilatero convexo cujos angulos séo congru-
entes.

ii. Losanga um quadrilatero convexo cujos lados sao todos con-
gruentes.

iii. Quadrada um quadrilatero convexo que possui angulos e lados
todos congruentes.

Exercicio de Fixacdo 4.5.  Classi que os paralelogramos da gura
abaixo de acordo com a descricdo anterior.
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Exercicio de Fixagdo 4.6. Uma aranha caminha sobre um lo-
sangoABCD , dando 10 voltas. Se a distancia entre os vertices\ e
B, consecutivos, é43 cm, qual a distancia percorrida pela aranha?

Exercicio de Aprofundamento 4.6. Mostre que em todo retan-
gulo as diagonais sdo congruentes.

Exercicio de Aprofundamento 4.7. Por outro lado, mostre agora
gue todo paralelogramo que tem diagonais congruentes € um retan-
gulo.

Exercicio de Aprofundamento 4.8. Mostre que todo losango
tem diagonais perpendiculares.

Exercicio de Aprofundamento 4.9. Mostre, agora, que todo
paralelogramo que tem diagonais perpendiculares € um losango.

Exercicio de Aprofundamento 4.10. Por m, mostre que todo
guadrado é retangulo e também losango.

4.4 Bases Médias

4.4.1 Base Média do Triangulo

Teorema 4.7 (Base Média do Tridangulo). Dado um segmento com
extremidades nos pontos médios de dois lados de um triangulo, en-
tao:

1. ele é paralelo ao terceiro lado;

2. ele é metade do terceiro lado.
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Figura 4.4: MN é base média do triangulo4 ABC .

Demonstragdo. Trace uma reta paralela ao segmentoAB que
ptravessec. Seja, entdo,D o ponto de interseccdo entreMN e
CD, conforme gura abaixo.

Assim, DCN BAC, AN CN eANM DNC, de modo
que, pelo caso de congruéncia do triangulo Angulo-Lado-Angulo,
4AMN 4 CDN =) CD AM =) CD MB.

Como CD==MB eCD MB, entdo MBCD é um paralelo-
gramo, de forma queMD==BC =) MN==BC.

Além disso, dado queMN DN eMD BC, entdo22MN =

BC =) MN = 1:BC.
Exercicio de Fixagdo 4.7. No triangulo 4 ABC, M, N e P séo
os pontos médios dos lado#AB, AC e BC, respectivamente. Se
AB =22, BC =18 e AC = 14, calcule o perimetro do triangulo
4 MNP .

4.4.2 Base Média do Trapézio

Teorema 4.8 (Base Média do Trapézio) Dado um segmento com
extremidades nos pontos médios dos lados n&o paralelos de um tra-
pézio, entdo:
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1. ele é paralelo as bases;

2. ele é igual & metade da soma das bases.

Figura 4.5: MN é a base média do trapézicABCD .

Tente vocé mesmo demonstrar o Teorema da Base Média do
Trapézio.

Problemas Propostos

1. (OBMEP - Adaptada) Juliana tem 8 cartdes de papelédo, re-
tangulares e iguais. Se ela en leirar todos os cartdes juntando
apenas lados de mesma medida, a maior la que ela podera
obter tera comprimento 176cm e a menor tera comprimento

96cm. Qual é o perimetro (soma de todos os lados) de cada
cartao?

2. (OBM Adaptada) Quantos quadrados tém como vértices 0s
pontos reticulados abaixo?
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3. Duas escadas de concreto, ambas com um metro de altura
e dois metros de comprimento da base, estdo cobertas com
longas tiras de carpete. A primeira escada tem sete degraus e
a segunda tem nove. Uma tira de carpete que cubra comple-
tamente a primeira escada também cobrira completamente a
segunda?

4. O quadrilatero ABCD , da gura abaixo, é quadrado e o
tridangulo 4 DCE é equilatero. Determine a medida do angulo
DBE.

5. (OBMEP 2009) A gura é formada por 5 trapézios isGsceles
iguais. Qual é a medida do angulo indicado?.

6. (OMM 2008) Na gura estdo representados um triangulo
equilatero e um retangulo. Qual é o valor em graus do angulo
marcado comx?
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7.

8.

(OBM 2015 - Adaptada) A gura abaixo representa um do-
decagono regular, qual a medida do angul8 AD do trapézio
ABCD ?

Determine os angulos internos de um paralelogramo cuja
diferenca entre dois deles é dd0 .

A piscina do clube que Samuel frequenta tem a forma de um
hexagono (poligono com seis lados), com um &angulo interno
de 270, os demais angulos d®0 e os quatro lados menores
com 12m cada. Samuel costuma nadar pelo meio da piscina,
a partir do ponto A, descrevendo o trajeto representado, na
gura, pelo angulo reto ABC, em queAB = BC. Certo dia,
ele nadou por esse trajetal vezes, isto é, foi e voltou2 vezes.
Quantos metros ele percorreu?
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10. (OBMEP 2007 - Adaptada) Um retangulo de papeldo com
45cm de altura foi cortado em dois pedacos iguais, nos segmen-
tos pontilhados da gura. Com esses dois pedacos € possivel
montar um quadrado de lado maior que45cm. Qual é o com-
primento da base do retangulo?

11. (OMM 2013) De uma chapa metalica retangular, foi recor-
tada uma peca. Na gura abaixo, todas as medidas estdo em
centimetros, a chapa original é representada pela linha ponti-
Ihada e a parte cinza representa a peca recortada.
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12.

13.

a. Qual era a largura original da chapa?
b. Qual era o comprimento original da chapa?

SejaABCD um trapézio isésceles de basesB e CD, com
AB>CD . Tome A=60 eAD = DC = CB = 3. Calcule a
base média do trapézio.

(Portal OBMEP) Na gura, o quadrilatero Qi é formado
ligando-se os pontos médios dos lados do quadrilatef@,, que
tem diagonais perpendiculares. Mostre qué&); tem diagonais
congruentes.
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14.

15.

16.

17.

Seja ABCD um quadrilatero (convexo ou ndo convexo).
Assumindo queM, N, P e Q sdo, respectivamente, 0s pontos
médios dos ladosAB , BC, CD e DA, mostre que o quadrila-
tero MNP Q é um paralelogramo.

SendoABCD um paralelogramo, ea, b, ¢ e d, respectiva-
mente, as distancias dos vérticeé\, B, C eD aretar exterior
(distancias representadas pelos pontos reticulados na gura
abaixo). Mostre quea+ c= b+ d.

(OBMEP 2012) A gura foi formada por oito trapézios isos-
celes idénticos, cuja base maior mede 10 cm. Qual é a medida,
em centimetros, da base menor de cada um desses trapézios?

(Razdo Aurea) O retangulo ABCD da gura foi dividido
em um quadrado e um retangulo pelo segment&F. A ra-
z&o0 das dimensBes do retanguldBCD ¢é igual a razdo das
dimensfes do retangulcAEFD . Determine essa razéo,%, a
qual chamamos razéo aurea.
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18.

19.

20.

(OCM) Seja AB e CD as bases de um trapézio tal que
a medida da base menoCD ¢é igual a soma das medidas dos
lados nado paralelos do trapézio. SE € um ponto deCD eEA
é a bissetriz do anguloA, mostre queEB é também bissetriz
do angulo B.

(OMM 2012) Seja ABCD um quadrilatero convexo e M
um ponto interior. Sejam Gi, G, Gz e G4 0s baricentros
dos triangulosABM , BCM , CDM eDAM , respectivamente.
Mostre que G1G,G3G4 € um paralelogramo. (Observacao: o
baricentro do triangulo é o ponto de intersec¢do das medianas
do tridngulo. Além disso, € conhecido que este ponto corta as
medianas na proporcéao 2 : 1).

(OBMEP 2006 - Adaptada) Uma folha retangular de 20
cm por 30 cm foi cortada ao longo das linhas tracejadag\C e
BD em quatro pedacos: dois triangulos iguais e dois poligonos
iguais de cinco lados cada um, como na abaixo.
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Os segmentosAC e BD tém o mesmo comprimento e se en-
contram no centro do retangulo, formando angulos retos.

a. Qual é o comprimento do segmentdB ?

b. Qual é o perimetro de um pedaco triangular? E de um
pedaco de cinco lados?

c. Com os quatro pedacos podemos montar um quadrado
com buraco retangular, como na gura abaixo. Qual é o
perimetro do buraco?

21. (Torneio das Cidades) ABCD é um paralelogramo. Um
ponto M é escolhido sobre o lad@B tal que M AD = AMO,
ondeO € o ponto de interse¢do das diagonais do paralelogramo.
Prove queMD = MC.

22. (Torneio das Cidades) Em um quadradoABCD , K é um
ponto do lado BC e a bissetriz do anguloK AD intersecta o
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23.

lado CD no ponto M. Prove que o comprimento do segmento
AK é igual a soma dos comprimentos dos segment@M e
BK .

(OPM 2015) Um dos teoremas mais importantes sobre qua-
drilateros é a Desigualdade de Ptolomeuem um quadrilatero
convexo cujos lados tém medidas, b, c e d (nessa ordem) e
as diagonais tém medidap e g, tem-se quep:q a:.c+ b:d

Nessa questdo iremos aprender uma demonstracdo desse te-
orema. Considere a gura a seguir em que, por construcao:
4 ABC (gura 1) é semelhante a4 EFG; 4 ABD (da gura

1) é semelhante &4 HGF e4 CBD (da gura 1) é semelhante
a4 IEF . Fazemos, ainda,EG = p:qg.
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a. Determine as medidas d&FH e F1.

b. Prove que IEGH ¢é um paralelogramo e conclua a de-
monstracdo do teorema.(Nesse item vocé pode desejar
utilizar o fato de que IEGH é um paralelogramo se, se
somente seEl = GH e as retasEl e GH s&o paralelas.

c. Supondo quep:q= a:c+ b:d calcule4 ABC + 4 CDA, ou
seja, a soma dos angulo8 e D do quadrilatero inicial.
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Aula 5

Circulos

Como alertamos nas aulas anteriores, circunferéncia e circulo sdo
coisas distintas. A circunferéncia é aquela linha desenhada ao redor
de um ponto; o circulo é a unido entre essa linha e 0 que ha no seu
interior.

Mas vocé conseguiria de nir, precisamente, uma circunferéncia?
Que caracteristica podemos observar nela para que o consigamos
fazer?

5.1 Circunferéncia

De nicdo 5.1. Chamamos dé\ circunferéncid' o segmento que atra-
vessa todos o0s pontos equidistantes de um ponto dado, nomeado
\ centro".

Notacdo 1. Denotamos a circunferéncia que preserva uma distan-
cia r do centro O da seguinte maneira: (O;r). No entanto, para
facilitar a nota¢do, podemos nos referir a circunferéncia utilizando
apenas uma letra grega mindscula ou, quando nao houver chance de
confusdo, um simbolo qualquer.

95
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Figura 5.1: Circunferéncia(O;r).

5.1.1 Raio, Diametro e Corda

O raio de uma circunferéncia é o segmento cujas extremidades
s&o o centro e outro ponto da circunferéncia. Na gura acimaOA
é raio de(O;r).

O diametro de uma circunferéncia é o segmento que atravessa
0 seu centro e tem suas extremidades em pontos que pertencem a
circunferéncia. Na gura, BC é diametro de (O;r).

A corda de uma circunferéncia é o segmento cujas extremidades
pertencem a circunferéncia. Na gura,DE é corda de(O;r).

Exercicio de Fixacdo 5.1. Podemaos dizer que o diametro é tam-
bém uma corda da circunferéncia? E o raio?
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5.2 Circulo

De nicdo 5.2. Chamamos de\circulo" a unido entre a circunfe-
réncia e a regido em seu interior.

Figura 5.2: Circulo com(O;r).

Podemos dividir o circulo em setores ou em segmentos circula-
res. Quando o fazemos em setores, dividimos o circulo como quando
cortamos uma pizza. Por outro lado, quando em segmentos circula-
res, atravessamos o circulo com um segmento de reta, dividindo-o, e
Ihe arrancamos um dos pedacos resultantes do corte, cando apenas
com o outro.

Chamamos a metade de um circulo de semicirculo.

Figura 5.3: Semicirculo.

Exercicio de Fixacdo 5.2. Na gura acima, que tipo de divisdo
do circulo zemos: em setor ou em segmento circular?
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5.3 Secante e Tangente

De nicdo 5.3. A secanteé uma reta que intercepta a circunferéncia
em dois pontos distintos.

Denicdo 5.4. A tangente é uma reta que intercepta a circunfe-
réncia em apenas um ponto.

Exercicio de Fixacdo 5.3.  De acordo com as de nicdes anteriores,
diga qual reta é secante e qual é tangente na imagem acima.

Exercicio 5.1. Dada a circunferéncia(O;r), mostre qye os trian-
gulos4 AMO e 4 BMO séo congruentes, sabendo quAB é uma
secante a(O;r) que nao passa pelo centr@ e queM é o ponto
médio deAB . (Dica: desenhe todos os elementos do exercicio antes
de resolvé-lo)

Exercicio 5.2. Mostre que toda reta que passa pelo centro de uma
circunferéncia e pelo ponto médio de uma corda que ndo atravessa
0 centro da circunferéncia € perpendicular a reta que contém essa
mesma corda.

Nota 1. Uma propriedade bastante importante da tangente é a
seguinte: toda reta tangente a uma circunferéncia & perpendicular
a reta que contém o raio da circunferéncia, justamente no ponto de
tangéncia.

Nota 2. Também podemos dizer que duas circunferéncias se tan-
genciam, se elas se tocam em apenas um ponto. Neste caso, uma
circunferéncia é tangente a outra

Exercicio 5.3. Sabendo queAC e BC sdo tangentes a circunferén-
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cia (0;O0A) e que ambas as retas se interceptam e, prove que
os triangulos 4 AOC e 4 BOC séo congruentes.

Exercicio 5.4. S&o dadas duas circunferéncias de raigg = 14cm
erp = 26cm. Determine a distanciancia entre seus centros para que
as circunferéncias sejam:

a) tangentes externamente.

b) tangentes internamente.

C) secantes.

5.4 Quadrilateros Circunscritiveis

Dizemos que um quadrilatero convexo é circunscrito a uma cir-
cunferéncia se, e somente se, seus quatro lados sao contidos por retas
tangentes a circunferéncia.
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Exercicio 5.5. Mostre que a soma de dois lados opostos de um

guadrilatero convexo circunscrito é igual a soma dos outros dois
lados. (Dica: use os resultados obtidos nos exercicios anteriores)
5.5 Angulos na Circunferéncia

De nicdo 5.5. Dizemos que duas circunferéncias sdo congruentes
se tém raios congruentes.

5.5.1 Angulo Central

Angulo Central é o angulo que tem vértice no centro da circun-
feréncia.

Figura 5.4: Angulo Central AOB.



Aula 5 - Circulos 101

Nota 3. A medida de um arco de circunferéncia é igual a medida
do angulo central correspondente.

5.5.2 Angulo Inscrito

Angulo Inscrito é o angulo que o vértice esta contido na circun-
feréncia e os seus lados a seccionam.

Figura 5.5: Angulo Inscrito ACB.

Um angulo inscrito mede a metade do angulo central correspon-
dente. Isto é, na gura acima, ACB = %.
Exercicio de Fixacdo 5.4. Podemos armar que todo triangulo

inscrito em uma semicircunferéncia com lado igual ao seu diametro
€ um triangulo retangulo? Por qué?

Exercicio de Aprofundamento 5.1. Considere os trés casos de
angulos inscritos abaixo e mostre que a medida de cada um deles é
a metade da medida do angulo central correspondente.
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5.6 Comprimento da Circunferéncia

Chamamos de Comprimento da Circunferéncia" o perimetro do
circulo. Para estabelecé-lo, podemos usar a ideia de reti cacdo da
circunferéncia: tomando-a como uma corda que pode ser seccionada
em um de seus pontos, esticamo-la, formando um segmento de reta
- a medida desse segmento ser4 o comprimento da circunferéncia.

No entanto, esse processo é bastante complicado, pois nem sem-
pre temos a circunferéncia como uma corda real, que pode ser esti-
cada. Para escapar dessa di culdade, € preciso pensar se ndo con-
seguiriamos estabelecer uma relacdo entre o raio ou o didametro da
circunferéncia (coisas que podem ser medidas mais facilmente) e o
perimetro do circulo.

De fato, essa relagéo é possivel. Analisando quantas vezes a cir-
cunferéncia é maior do que o seu didmetro, chegamos a constante
(pi). Ou seja, o comprimento da circunferéncia é vezes o com-
primento do didmetro, de modo que, sabendo que o diametro é o
dobro do raio, podemos concluir o seguinteC =2::r (ondeC é o

comprimento da circunferéncia er, o raio).

Mas qual o valor de ? N&o sabemos exatamente, justamente
porque as duas medidas, didmetro e comprimento da circunferén-
cia, sdo incomensuraveis, ou seja, ndo encontram unidade que as
coloque em razdo perfeita. Mas temos uma aproximacdo: =
3;1415926535:; - ou, para que consigamos realizar os calculos a
mao, apenas = 3;14.

Nota 4. O comprimento de um arco de circunferéncisk qualquer
(isto é, uma parte da circunferéncia que é determinada por um an-
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gulo central) é proporcional a sua medida.

Assim, temos que o valor dek é o seguinte:

i. Para em radianos:k = r:

T e = ¢
ii. Para em graus:k = -5y

Exercicio 5.6. Qual o valor (em graus) dek na gura abaixo?

5.7 Poténcia de Ponto

De nicdo 5.6. Poténcia de Pontoé o produto de todas as distan-

cias de um ponto dado as interseccfes entre uma reta que passa por

esse ponto e uma circunferéncia.

Hé& dois casos possiveis de poténcia de ponto: no primeiro, o
ponto esta no interior da circunferéncia; no segundo, o ponto esta
no exterior.
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Nas guras acima, por exemplo, os Pontos de Poténcia d@ e
Q séo, respectivamente AP:PB e QC:QD.

Exercicio 5.7. Com base nas informac¢fes anteriores, descubra os
valores dex ey na imagem a seguir.

Exercicio 5.8. Qual o valor de x na gura abaixo?
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Problemas Propostos

1. Na gura abaixo, O é o centro da circunferéncia.

Determine o seguinte:

a) a medida do arco8C.
b) a medida deAOD.

c) a medida do arcoABC .

2. Considere um quadrado com lado d(SOcB1 inscrito em uma
circunferéncia. Considerando = 3;14e 2 = 1;41, deter-
mine a medida aproximada do comprimento da circunferéncia.

3. (OBMEP 2010) Na gura, as circunferéncias de centrosA e
B sao tangentes aos lados do retangulo e tém diametros iguais
a 4cm. A distancia entre os pontosR e S é delcm. Qual é o
perimetro do retdngulo?
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4. Determine o valor dex no quadrilatero abaixo:

5. Na gura abaixo, as duas retas sao tangentes a circunferén-
cia. Determine o valor dex.

6. Sabendo quet é tangente a circunferéncia e que e s atra-
vessam o seu centro, determine o valor de +
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7. Sabendo queO € o centro da circunferéncia, determine a
medida do anguloACE,

8. Determine o valor de ABD na gura abaixo.

9. Sabendo que o arcdA =210 e o arco€B =70 , deter-
mine o valor do anguloDEA.
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10. Determine o valor dex.

11. Na gura abaixo, temos uma circunferéncia inscrita ao tri-
angulo 4 EFG. Determine a medida do ladoEF, sabendo
queBE =8cm eDF =9cm.

12. (OBMEP 2014) Quatro circunferéncias de mesmo raio estao
dispostas como ha gura, determinando doze pequenos arcos,
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todos de comprimento3. Qual é o comprimento de cada uma
dessas circunferéncias?

13. A gura mostra quatro circunferéncias, todas de compri-
mento 1 e tangentes nos pontos indicados. Qual é a soma dos
comprimentos dos arcos destacados em vermelho (os maiores
arcos de cada circunferéncia)?

14. (OBMEP 2015) Na gura, ABCD ¢é um trapézio inscrito
numa circunferéncia. A base maior do trapézio medd6cm,
a base menor,10cm, e a altura, 9cm. Qual é a medida, em
centimetros, do raio da circunferéncia?
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15. Determine o raio do circulo menor inscrito num quadrante
do circulo maior (ou seja, O é o centro eAOB = 90 ), da
gura abaixo, sendo 2R o didmetro do circulo maior.

16. Na gura, CB, CG eEF s&o segmentos tangentes a circun-
feréncia nos pontosB, G e D, respectivamente. SeCE = 10,
CF =9 eEF =7, determine a medida deCB + CG.

17. (OBM 2013) Na gura, o ponto O é 0 centro da circun-
feréncia que passa pelos pontod, B, C, D e E. Sabendo
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gue o didametro AB e a cordaCD séo perpendiculares e que
BCE =35 , qual é o valor em graus do anguld AE ?

18. Seja um triangulo JIG, ondeJI =6, 1G =8 eGJ = 9.
Por F eH, pontos pertencentes aos lado&J elG, respectiva-
mente, traca-se um segmento tangente a circunferéncia inscrita
a JIG . Determine o perimetro do triangulo FHG.

19. (OBM 2013) O quadradoABCD esta inscrito em um circulo
cujo raio mede30. A corda AM intercepta a diagonalBD no
ponto P. Se o segment®AM mede50, determine a medida do
segmentoAP .
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20.

21.

22.

(OBM 2014) Considere a gura, onde os pontos deA até
| estdo sobre uma circunferéncia. Sabe-se qUeBC e GHI
sdo isésceles, quAB, CD, EF e GH séo segmentos paralelos
e queBC, DE, FG e HI sdo segmentos paralelos. Qual é a
medida do anguloCBA em graus?

(OCM) Duas tangentes OA e OB sdao tragadas a um circulo
de um ponto externoO. Uma cordaAC é construida paralela a
OB e uma secanteOC é desenhada intersectando o circulo em
E. SeK é o ponto de interseccédo d®B com o prolongamento
de AE, prove queOK = KB..

(OMM 2004) Na gura abaixo, C1, C, e C3 sdo trés circunfe-
réncias tangentes entre si e também tangentes a reta subscrita.
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Sabendo que o raio da circunferénci&€, ¢ 9 e o raio deC, é
4, calcule o raio da circunferénciaCs.
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Aula 6

Areas |

Vocé conseguiria, sozinho, dar uma de nicdo dérea?

Essa € uma daquelas coisas da geometria que estamos acostu-
mados a trabalhar, mas temos di culdade para explicar. Em uma
imagem, é sempre facil mostrar o que nela é a area, mas pode ser
um problema de ni-la formalmente.

Tentemos pensar a respeito. Sabemos que um ponto ndo tem
area, pois pontos nao tém parte alguma, ndo tém nada. Um seg-
mento de reta, por sua vez, também nao tem area, pois ele é s6
comprimento, isto é, ele € s6 um caminho de um ponto a outro, mas
um caminho sem abertura, sem largura, uma passagem que ainda
nao foi pisada.

E um quadrado? Ele tem area? Sim, sabemos que tem. Mas,
por qué? Ora, porque ele tem superficie, ou seja, ele ocupa (ou ele
abre) um espaco no plano. Sobre a superficie nés podemos caminhar,
podemos construir algo, temos espacgo para nos movimentar.

Denicdo 6.1. Desse modoarea pode ser de nida como a super-
ficie aberta por uma gura geométrica.

Como area é superficie, ela é entdo uma relagdo entre compri-
mento e altura. A nossa referéncia usual para area é o quadrado:
uma gura cuja esséncia é relacionar de forma perfeita justamente
comprimento e altura. Nao € a toa que, para medir uma sala de
aula, por exemplo, usamos a unidaden? (metro quadrado.

115
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Exercicio de Aprofundamento 6.1. Por que o quadrado pode
ser visto como uma gura cuja esséncia é relacionar de forma perfeita
comprimento e altura?

Mas como medir uma area? Como atribuir-lhe um valor nu-
mérico? Ora, sO é possivel fazer isso, se tivermos uma unidade de
medida (que pode variar muito, dependendo do intuito da medi¢&o).
De todo modo, o ponto importante aqui € que a unidade sera sem-
pre (ou quase sempre) um quadrado. Quando medimos a area de
uma gura, queremos saber quantos quadrados cabem nela. Assim
sendo, o que determinara a unidade de medida é a unidade do lado
do quadrado. Como no exemplo acima, se quisermos medir a area
de uma sala de aula, utilizaremos om?, isto &, veremos quantos
quadrados de 1m de lado cabem naquela sala.

Exercicio de Aprofundamento 6.2. Sabendo disso, usando uma
unidade de medida genérica, como poderiamos medir a area de uma
gura quadrada? Poderiamos estabelecer uma férmula para isso?
Se sim, explique como chegou a ela.

Exercicio de Aprofundamento 6.3. Agora, pense, como seria

0 caso de um retangulo? H& uma féormula para a medicdo da sua
area? Qual e por qué?

Exercicio 6.1. Podemos concluir que guras geométricas (com su-

perficie) congruentes tém areas iguais? Por qué?

Exercicio 6.2. Sabendo que a diagonal de um quadradopég, qual
€ a medida da sua area?

6.1 Area do Paralelogramo

Exercicio 6.3. Oberseve a gura a seguir e responda ao que se
pede.
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a) Qual a relacéo entre os triangulos4 RAD e 4 SBC?

b) Seria possivel dizer que o paralelograméBCD tem a mesma
area que o retanguloRSCD? Por qué?

¢) Com base nas respostas anteriores, vocé conseguiria estabele-
cer uma férmula para a area do paralelogramo? Qual e por
qué?

6.2 Area do Triangulo

Exercicio 6.4. Oberseve a gura a seguir e responda ao que se
pede.

| | | |
a) Sabendo queAB==DC e AD==BC, qual é a relagdo entre os
triangulos 4 ACD e 4 ABC?

b) Com base nisso, vocé conseguiria estabelecer uma formula para
a area de todo e qualquer tridngulo? Qual e por qué?

Exercicio de Aprofundamento 6.4. Pense, agora, em qual po-
deria ser a area de um tridngulo equilatero de lado medinda.
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}Exercgcio de Fixacdo 6.1. Oberseve a gura a seguir, em que
DE eBC séo paralelas, e responda ao que se pede.

a) Podemos dizer, com base na férmula obtida para o célculo
da area do triangulo, que as areas dd ABC e 4 ABC sdo
iguais?

|
b) Para qualquer ponto X da reta DE, teremos que a area de
4 XBC seraigual a area det ABC ?

Exercicio de Fixagdo 6.2. Em um tridngulo, a mediana divide
sua area em partes iguais? Justi que a sua resposta.

6.2.1 Razdo entre Areas de dois Triangulos Semelhan-
tes

Exercicio 6.5. Oberseve os tridngulos semelhantes a seguir e res-
ponda ao que se pede.

Figura 6.1: 4 ABC 4 ABXO

a) Sabemos que a razdo de semelhanca en#eABC e 4 AB O
é %0 = ™ = k. Com base nisso, e também na férmula obtida



Aula 6 - Areas | 119

para medir a area de triangulos, descubra qual é a razao de
semelhanca entre as areas de dois triangulos semelhantes.

b) Se a razdo de semelhanca entré ABC e4 ABXCék =1;5,
qual é a razdo de semelhanca entre as suas areas?

6.2.2 Prova Geométrica do Teorema de Pitdgoras

Héa duas aulas, vimos algumas relac6es entre os lados de um tri-
angulo retangulo, das quais também aquela enunciada no Teorema
de Pitagoras.

Agora, veremos essa mesma relacdo, mas incluindo a ideia de
area.

Teorema 6.1. Em qualquer triangulo retangulo, a area do qua-
drado cujo lado tem a medida da hipotenusa é igual a soma das
areas dos quadrados que tém como lados cada um dos catetos.

Desse modo, na gura acima, o teorema nos garante que o qua-
drado de ladoa tem a mesma area que a soma dos quadrados de
ladosbec.

Mas como provar que isso esta certo? NAula 3, nds consegui-
mos mostrar essa relagdo com a ideia de semelhanga de triangulos,
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mas sera que conseguiriamos fazé-lo geometricamente? Sim! Veri -
guemos NGS mesmos com O exercicio a seguir.

Exercicio 6.6. Observe as duas imagens abaixo:

Como elas podem ser capazes de nos mostrar a veracidade do
Teorema de Pitagora®

ExerciciB 6.7. O triangulo 4 ABC tem ladosAB =
e CA = 20. Calcule a area de4 ABC .

pTz, BC =4
6.3 Area do Trapézio

Exercicio 6.8. Oberseve a gura a seguir e responda ao que se
pede.

a) Seccionando (cortanto) o trapézioABCD com o segmento
AC, que guras geométricas obtemos?
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b) Com base nisso, e chamand®C e AB de b, e by, respectiva-
mente, vocé conseguiria estabelecer uma férmula para a area
de todo e qualquer trapézio? Qual e por qué?

6.4 Losango

Exercicio 6.9. Oberseve a gura a seguir e responda ao que se
pede.

a) Seccionando o losang?BCD com os segmentoAC e DB,
gue guras geométricas obtemos?

b) Com base nisso, e chamand®B e AC ded; e dy, vocé conse-
guiria estabelecer uma férmula para a area de todo e qualquer
losango? Qual e por qué?

6.5 Areas de Poligonos Regulares

Exercicio 6.10. Oberseve a gura a seguir e responda ao que se
pede.
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a) Seccionando o poligono com segmentos que atravessam o cen-
tro O da circunferéncia que o circunscreve, obtemos que guras
geométricas? O que ha em comum entre as guras obtidas?

b) Com base nisso, e chamand®B de k e a altura do tridngulo
4 OAB dem, vocé conseguiria calcular a area da gura acima?

¢) Quanto a férmula geral para o célculo de area de poligonos
regulares, vocé conseguiria pensar em uma? Qual e por qué?

Nota 1. Costumamos chamar am, da gura acima, de ap6tema.

Problemas Propostos

1. (OBM 2003) O retangulo da gura a seguir esta dividido
em 7 quadrados. Se a area do menor quadrado é igualB a
area do retangulo é igual a quanto?

2. (OBM 2005) Seis retangulos idénticos sao reunidos para
formar um retangulo maior conforme indicado na gura. Qual
é a area deste retdngulo maior?
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3. (OBM 2014) Esmeralda tem quatro folhas quadradas iguais,
de lado 20cm. Ela cola uma folha sobre a outra, fazendo um
vértice da folha de cima coincidir com o centro da folha de
baixo, alinhando horizontalmente quatro vértices dessas fo-
Ihas, conforme guras 1 e 2. Ela continua fazendo isto, até
colar as quatro folhas, de acordo com as guras$ e 4.

Qual é a area da gura4?

a) 120@km?
b) 130&m?
c) 140@m?
d) 150m?
e) 160@xm?

4. (OBMEP 2006) No retangulo ABCD da gura, M eN séo
os pontos médios dos ladoaD e BC. Qual é a razdo entre a
area da parte sombreada e a area do retangulaBCD ?
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5.

6.

(OBMEP 2005) No retangulo da gura temos AB =6cm e
BC =4cm. O ponto E € o ponto médio do ladoAB . Qual é
a area da parte sombreada?

(OBMEP 2011) O Tio Mané é torcedor doente do Coco da
Selva Futebol Clube e resolveu fazer uma bandeira para apoiar
seu time no jogo contra o Desportivo Quixajuba. Para isto,
comprou um tecido branco retangular com100cm de largura
e 60cm de altura. Dividiu dois de seus lados em cinco partes
iguais e 0s outros dois em trés partes iguais, marcou o centro
do retangulo e pintou o tecido da forma indicada na gura.
Qual é a area do tecido que Tio Mané pintou?
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7.

8.

9.

(OBMEP 2011) Um triangulo equilatero e um hexagono
regular ttm o mesmo perimetro. A area do hexagono ém?2.
Qual é a area do triangulo?

(OBM 2012 - Adaptada) A gura mostra seis triangulos
equilateros com lados de compriment® e um hexagono regu-
lar de lados de comprimentol. Qual é a razdo entre a area
sombreada e a gura toda?

a)
b)
c)
d)
e)

A Ol Ol NIk 0l

(OBMEP 2007) A gura | mostra um quadrado de 40cm?
cortado em cinco tridngulos retangulos is6sceles, um quadrado
e um paralelogramo, formando as sete pecas do jogo Tangran.
Com elas é possivel formar a gura Il, que tem um buraco
sombreado. Qual é a area do buraco?
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a) 5cm?
b) 10cm?
c) 15cm?
d) 20cm?
e) 25cm?

10. (OBMEP 2007) A gura mostra trés poligonos desenhados
em uma folha quadriculada. Para cada um destes poligonos foi
assinalado, no plano cartesiano a direita, o ponto cujas coorde-
nadas horizontal e vertical sdo, respectivamente, seu perimetro
e sua érea.
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Qual é a correspondéncia correta entre 0s poligonos e os pon-

tos?
al! cnt B, 10! A
by 1t B, Il Al ! C
ol! A1t cCn ! B
it At B, C
el Cc, it Al ! B

11. Na gura abaixo, ha trés quadrados com areas81, 36 e x.
Determine o valor dex.

12. (OBMEP) Na gura a seguir, temos um quadrado e um
triangulo retangulo cujo cateto maior tem a mesma medida do
lado do quadrado e o cateto menor tem a metade da medida
do lado do quadrado.

Se a area do quadrado dk, determine:

a) A érea do quadrado que nédo estad em cinza.
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13.

b) A area em cinza mais escuro da gura abaixo.

(OBMEP 2018) No trapézio ABCD da gura, os lados AB
e CD sao paralelos e o comprimento deCD é o dobro do
comprimento de AB. O ponto P esta sobre o ladoCD e
determina um tridngulo ABP com area igual al7. Qual é a
area do trapézioABCD ?

a) 32
b) 34
c) 45
d) 51
e) 68
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14. (OBMEP 2019) No paralelogramoABCD da gura, os pon-
tos M e N séo pontos dos ladoBC e CD, respectivamente.
As areasa, b, c e d sdo conhecidas. Qual é o valor da area?

ayc+d a
by atc+d b
c)a+tc+d 2b
da+d b
e)a+c d

15. O triangulo ABC da gura abaixo tem area igual a 30. O
lado BC esta dividido em quatro partes iguais, pelos pontos
D, E eF, e o lado AC esta dividido em trés partes iguais
pelos pontosG e H. Qual é a area do trianguloGDE ?

16. (FGV RIO - Adaptada) O antigo livro chinés Jiuzhang suanshu
contém 246 problemas. Para a solucao de alguns, é necessa-
rio o uso dogou gu(nome chinés para o Teorema de Pitago-
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17.

18.

ras). Veja um desses problemas traduzidos do Capitul® do
Jiuzhang

No alto de um bambu vertical esta presa uma corda. A parte
da corda em contato com o solo med&chih. Quando a corda
€ esticada, sua extremidade toca no solo a uma distancia de
8chih do pé do bambu.

Com base nisso, responda:

a) Que comprimento tem o bambu?

b) Qual a area formada pelo tridngulo resultante da corda
esticada?

(OBM 2014) Considere um quadradcABCD de lado 1. Ex-
ternamente ao quadrado, sao formados os triangulos equilate-
ros ABE , BCF, CDG e DAH . Qual é a area do quadrilatero
EFGH ?

(OBM 2010) No desenho, o retangulo cinza tem seus vértices
sobre os lados do triangulo equilatero de ared0cm?. O menor
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lado do retangulo é um quarto do lado do tridngulo. A area
do retangulo emcm? é:

a) 5
b) 10
c) 15
d) 18
e) 22

19. (OBM 2016) Na gura ao lado, AEFG e ABCD sdao qua-
drados e o pontoE estd naretaCD. Além disso,M é o ponto
médio do segmentdCD e C é o ponto médio do segmentd E .
Sabendo que o quadrad?ABCD possui lado6, determine a
razdo entre as areas do quadrilaterdCHAM e do quadrado
AEFG.

b) 5
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o
~
Gln Gles @1

20. (OBM 2012 - 22 fase) SejaABCD um retangulo tal que
AD =6 e DC =8. Construa um triangulo equildtero CED
tal que E, A eB estdo no mesmo semi-plano determinado pela
reta CD. Determine a area do trianguloAEC .

21. (OBM 2015 - 22 fase) Jodo cortou 0s quatro cantos de uma
folha retangular e obteve um octégono equiangulo (com angu-
los iguais) ABCDEIF:)QH : comcbmostra a gyra abaixo. Sa-

bendo queGH =5 2, FE=4 2,DC =3 2,BA =2 2
ED =3 eBC =7, determine a &rea desse octégono.

22. (ORM 2016 - 22 fase) Na gura abaixo, os quadrilateros
ABCD , EFGH elJKL sé&o quadrados. Sabendo quaBCD
tem area100cm?, IJKL tem area50cm? e os triangulosEBF ,
FCG, GDH, HAE, IFJ, JGK, KHL e LEl tém todos a
mesma area, calcule a medida do segmentoG .
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Aula 7

Areas |l

7.1 Area do Circulo

Conseguimos obter a medida de area de todos os elementos es-
tudados anteriormente através da ideia de preencimento da sua su-
perficie com quadrados, ou suas secc¢des, justamente porque aqueles
elementos eram limitados por segmentos de reta. Mas como pro-
ceder com um circulo, cuja extremidade é a circunferéncia? Nao
h& como preencher plenamente uma regiéo circular com quadrados:
por menores que sejam, havera sempre um espaco livre.

Pensando nisso, alguns matematicos decidiram usar uma estra-
tégia um pouco diferentes para chegar a area do circulo. Observando
poligonos regulares, eles conseguiram encontrar uma solugédo. Sera
gue vocé seria capaz de encontrar também?

Exercicio 7.1. Oberseve a gura a seguir e responda ao que se
pede.

135
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Figura 7.1: Poligonos de 8, 12 e 26 lados, respectivamente.

a) Parece que, guando aumentamos a quantidade de lados de um
poligono regular, sua forma tende a se aproximar da forma de
outra gura. Que gura é essa?

b) Poderiamos dizer que, quanto mais lados houver em um po-
ligono regular, mais a medida da sua apoOtema se aproximara
do raio da circunferéncia que o circunscreve? Por qué?

¢) Sabendo disso, como poderiamos construir uma férmula para
calcular a area do circulo? E qual seria essa formula?

Exercicio 7.2. Agora gque vocé conseguiu encontrar uma férmula
para o célculo da area do circulo, descubra como calcular a area dos
setores de um circulo, isto é, das partes seccionadas desde os lados
de um angulo central.

Exercicio de Fixacdo 7.1. Calcule a &rea do setor circularAB
abaixo.

Exercicio 7.3. E como poderiamos calcular a area delimitada por
um segmento circular?
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Veja a gura a seguir (em queO é o centro da circunferéncia) e
tente estabeler uma férmula para o calculo da regido sombreada.

Exercicio de Fixacdo 7.2. Calcule a area sombreada da gura a
seguir.

Problemas Propostos

1. (OBM 2010) O desenho representa um canto de um tabu-
leiro retangular convencional, formado por quadradinhos de
lado 1cm. Nesse tabuleiro,17 quadradinhos sédo brancos. Qual
é a area do tabuleiro, em centimetros quadrados?
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a) 29cm?
b) 34cm?
c) 35cm?
d) 40cm?
e) 150cm?

2. (OBM 2014) O retangulo da gura foi repartido por meio
de trés segmentos em varias regides, algumas retangulares e
outras triangulares. A linha ndo paralela aos lados é uma
diagonal e os numeros indicam as areas em? das regibes
brancas em que se encontram. Qual é a area do retangulo
original?

3. (OBMEP - Adaptada) Abaixo, veem-se circulos grandes e
pequenos. Os circulos grandes tém raid, e os circulos peque-
nos tém raio 1. Qual é a area da regido pintada de cinza?

4. SeOC =4 eAB =12, qual é a area do circulo abaixo?
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5. (OBMEP 2013) Juliana desenhou, em uma folha de pa-
pel, um retangulo de comprimentol2cm e largura 10cm. Ela
escolheu um pontoP no interior do retangulo e recortou os
tridngulos sombreados como na gura. Com estes tridangulos,
ela montou o quadrilatero da direita. Qual é a area do qua-
drilatero?

6. (OBM 2007) A gura abaixo € formada por trés quadrados
de lado 1 e um retangulo que os contorna.

A area do retangulo é:
a) 3p 2
b) 4ID 2
c) 6
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d) 6 2

7. Na gura aseguir, ABCD é um quadrado de ladol8. Sobre
cada um dos seus lados estdo marcados dois pontos que divi-
dem o lado do quadrado entB partes iguais. Tracando alguns
segmentos que unem estes pontos, foi obtida a seguinte gura.
Qual é a area do quadrado sombreado?

8. O retangulo abaixo, que foi recortado de uma folha de papel
guadriculada, mede4cm de largura por 5cm de altura. Qual
€ a area da regido cinzenta?

a) 10cm?
b) 11cm?
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c) 12 5cm?
d) 13cm?
e) 14;5cm?

9. (OBM 2012) Os ladosAB e DC do paralelogramoABCD
foram divididos em 4 segmentos iguais. Os lado®\D e BC
foram divididos em 3 segmentos iguais. Os pontos de divisao
foram conectados, como indica a gura abaixo. Se a area de
ABCD ¢€ 84, determine a 4rea sombreada.

10. (OBMEP 2010) A gura mostra um quadrado com suas
diagonais e segmentos que unem 0s pontos médios de seus
lados. A area sombreada corresponde a que fracdo da area do
guadrado?

11. (ENEM 2015) Uma empresa de telefonia celular possui duas
antenas que serdo substituidas por uma nova, mais potente.
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As areas de cobertura das antenas que serdo substituidas sédo
circulos de raio2km, cujas circunferéncias se tangenciam no
ponto O, como mostra a gura.

O ponto O indica a posi¢cdo da nova antena, e sua regido de
cobertura serd um circulo cuja circunferéncia tangenciara ex-
ternamente as circunferéncias das areas de cobertura menores.

Com a instalacdo da nova antena, a medida da area de cober-
tura, em quildmetros quadrados, foi ampliada em

a) 8
b) 12
c) 16
d) 32
e) 64

12. (OBM 2009) Na gura, P é um ponto da retaCD. A regido
cinza é comum ao retangulcABCD e ao triangulo ADP . Se
AB =5cm, AD = 8cm e a area da regido cinza § da area
do retangulo, quanto vale a distanciaP C? (Dica: use a ideia
de triangulos semelhantes)
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a) lcm
b) 2cm
c) 3cm
d) 4cm
e) 5cm

13. (OBMEP 2005) A gura mostra um poligono ABCDEF no
gual dois lados consecutivos quaisquer sdo perpendiculares. O
ponto G esta sobre o ladoCD e sobre a reta que passa por
A e E. Os comprimentos de alguns lados estédo indicados em
centimetros. Qual é a area do poligondBCG ?

a) 36cm?
b) 37cm?
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c) 38cm?
d) 39%cm?
e) 40cm?

14. (ORM 2008 - Adaptada) O quadrado ABCD tem lado igual
al, e os pontost e F sdo pontos médios dos ladoBC eCD,
respectivamente. O segmentdEG ¢é paralelo ao ladoAB do
quadrado. Calcule a area do trianguloAEG.

15. (ORM 2019 - Adaptada) Na gura abaixo, o poligono som-
breado tem todos os lados de comprimentécm. Qual é a area
do circulo?

16. (OBMEP 2010) A gura mostra um retangulo de area 720cm?,
formado por nove retdngulos menores e iguais. Qual é o peri-
metro, em centimetros, de um dos retdngulos menores?
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a) 20
b) 24
c) 30
d) 36
e) 48

17. No triangulo ABC de areal, as medianasBM e CN
cortam-se emG. Qual € a area do trianguloBMN ?

18. A gura a seguir mostra trés circunferéncias de raios iguais
a1, tangentes entre si duas a duas, e uma circunferéncia maior
tangente as trés primeiras. Calcule a area da regidA. (Dica:

a distancia do centro do triangulo equilatero a cada um dos
vértices € igual a% do valor da sua altura.)

19. No interior do quadrado ABCD de lado 1 da gura abaixo,
foram tracadas as semicircunferéncias de diametrosB eBC.
Qual é o valor da area sombreada?
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20.

21.

(UFRJ 2001) As cinco circunferéncias da gura sao tais que
a interior tangencia as outras quatro e cada uma das exteriores
também tangencia duas das demais exteriores. Sabendo que
as circunferéncias exteriores tém todas raid, calcule a area
da regido sombreada situada entre as cinco circunferéncias.

(Olimpiada de Maio) 4 ABC é um tridngulo equilatero. N
€ 0 ponto do lado AC tal que AC = 7AN, M ¢é o ponto
do lado AB tal que MN ¢é paralelo aBC e P o ponto do
lado BC tal que MP ¢é paralelo aAC. Determine o valor da
razao %. (Dica: use a ideia de razdo entre areas de

triangulos semelhantes)
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22. (OBM 2012) Na gura abaixo temos um semicirculo de raio
1 inscrito em um quadrado de modo que seu centro passe por
uma das diagonais do quadrado. Qual é a area do quadrado?
(Dica: a diagonal do quadrado pode nos ajudar a encontrar a
sua area)

23. (Simulado POTI/UFPR - 2021) Na gura abaixo, temos o
guadrado ABCD, de lado 1, que contém o arco DB, de centro
em C, e o circulo azul, cuja circunferéncia tangenci®C, CB
e o0 arco DB. Com base nisso, responda:
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(@) Qual é a area da regido verde?
(b) Qual é a éarea do circulo azul?
(c) Qual é a area da regido amarela?

24. (OBMEP 2018) Na gura abaixo, ABCD é um paralelo-
gramo. O ponto E é ponto médio deAB, e F & ponto médio
de CD. Qual é a razao entre a area do trianguldsIH e a area
do paralelogramoABCD ?

N NIw wih Nor ool
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25. (ORM 2012 - 22 fase - Adaptada) Um poligono em forma
de cruz (Figura 1) é rotacionado em torno de seu centro de
um angulo de 45, resultando na Figura 2 abaixo. Calcule a
area contornada em negrito da gura 2.

26. (O problema de Hipocratey A gura a seguir mostra um
triangulo retangulo e trés semicircunferéncias tendo os lados
como didmetros. Mostre que a soma das areas das duas IU-
nulas sombreadas é igual a area do triangulo.

27. (OBM 2009 - 22 fase) Na gura abaixo, ABCD e EFGH
sdo quadrados de ladet8cm. Sabendo queA é o ponto médio
deEF eG é o ponto médio deDC, determine a area destacada
emcm?.
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Aula 8

Pontos Notaveis do
Triangulo

Os Pontos Notaveis do Triangulosdo os pontos obtidos a partir
da interseccao de alguns segmentos comuns a todos os tridngulos.
Para que possamos estuda-los, precisamos ver quais sdo esses seg-
mentos.

8.1 Cevianas

Podemos de nir cevianacomo sendo um segmento que parte de
qualquer vértice de um tridngulo e encontra o lado oposto a esse
vértice ou encontra o prolongamento do lado oposto a esse vértice.

Nota 1. Chamamos o prolongamento de um segmento de reta de
\reta suporte” (ou simplesmente\ suporte™).

151
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Figura 8.1: Dado o triangulo 4 ABC, AD, BG e BE s&o cevianas.

Hé cevianas muito famosas, algumas inclusive que ja estudamos,
COMO veremos a seguir.

8.1.1 Mediana

A medianado triangulo € um segmento que parte de um de seus
vértices e encontra o ponto médio do lado oposto a esse vértice.

Figura 8.2: Dado o triangulo 4 ABC, BD é uma mediana.

Exercicio de Aprofundamento 8.1. Prove que a mediana de
um tridngulo que esta entre dois de seus lados diferentes forma um
angulo maior com o menor desses dois lados.

8.1.2 Bissetriz Interna do Triangulo

A bissetriz interna do tridngulo € um segmento que parte de um
de seus vértices, dividindo o seu angulo em dois angulos congruentes,
e alcanga o lado oposto a esse vértice.
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Figura 8.3: Dado o triangulo 4 ABC, BL é uma bissetriz interna.

Exercicio de Aprofundamento 8.2. Duas bissetrizes em um tri-
angulo podem ser perpendiculares?
Exercicio de Aprofundamento 8.3. (Teorema da Bissetriz In-

terna) Mostre que a bissetrizAL de um triangulo 4 ABC, sendoL
um ponto do lado BC, gera segmentoBL e LC proporcionais aos
AR o AC in~ BL — AB
ladosAB e AC, ou seja, i = e
8.1.3 Altura do Triangulo

A altura do triangulo é um segmento que, além de partir de um
dos lados do triangulo (ou seu suporte), é perpendicular a esse lado
(ou suporte) e encontra 0 seu Vvértice oposto.

Figura 8.4: Dados os triangulos4 ABC e 4 EFG, BM eFN séo,
respectivamente, alturas.

Exercicio de Aprofundamento 8.4. Existe um tridngulo tal que
a soma das suas alturas seja maior do que a soma das duas bases
correspondentes?
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8.2 Mediatriz do Triangulo

A mediatriz do tridngulo é uma reta que, além de perpendicu-
lar a um de seus lados, divide esse mesmo lado em dois segmentos
congruentes.

Figura 8.5: Dado o triangulo 4 ABC , a reta s € uma mediatriz.

8.3 Pontos Notéaveis do Triangulo

8.3.1 Baricentro

O baricentro é o ponto de encontro das trés medianas do trian-
gulo.
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Figura 8.6: Dado o triangulo 4 ABC, com M1, M, e M3 sendo,
respectivamente, os pontos médios dAB, BC e CA, entdo T é o
baricentro.

Nota 2. O baricentro é o centro de gravidade do triangulo.

Exercicio de Aprofundamento 8.5. Mostre que o baricentro de
um tridngulo divide cada mediana em duas partes tais que aquela
gue contém o vértice € o dobro da outra.

Exercicio 8.1. Tome o tridngulo da gura acima e considere o
seguinte: M1 T = 3. Qual a medida deTC?

Exercicio 8.2. Considere um tridngulo4 ABC tal que as medianas
BD e CE, que se cortam emG, sejam congruentes. Mostre que:

a) BG = CG;

b) 4 CGD = 4 BGE;

c) o triangulo 4 ABC é isdsceles.

8.3.2 Incentro

O incentro é o ponto de encontro das trés bissetrizes internas do
tridngulo.
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