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Apresentacao

Prezado Estudante,

E com grande satisfacdo que apresentamos a terceira edicdo do
material de treinamento do POTI/TOPMAT - Programa de Forma-
¢do em Matemédtica Olimpica da Universidade Federal do Parana
(UFPR).

O POTI/TOPMAT, que conta com o apoio do Instituto Nacional
de Matemética Pura e Aplicada (IMPA), do Departamento de Mate-
mética da UFPR (DMAT/UFPR) e da Pré-Reitoria de Graduagao
da UFPR (PROGRAD/UFPR), envolvendo docentes do DMAT e
alunos de graduacao e pds-graduacdo da UFPR, é um projeto que
visa fornecer embasamento tedrico e pratico para os estudantes de
Ensino Fundamental e Médio que desejam se aprofundar nos inte-
ressantes temas abordados nas olimpiadas matemaéticas nacionais.
Este projeto constitui-se em uma experiéncia tinica para todos os
envolvidos e também oportuniza a aproximacao e interlocucao da
Universidade com a Educagao Bésica.

A iniciativa do projeto POTI, capitaneada pelo IMPA em todo o
territério nacional, teve seu inicio na UFPR em 2016 e, desde entao,
nosso polo, sediado no campus Centro Politécnico da UFPR, em
Curitiba, tem crescido bastante e impactado positivamente todos os
envolvidos. Em particular, envolve de forma intensa os estudantes
de graduacao da UFPR, especialmente do Curso de Matematica, que
atuam como professores e monitores das disciplinas do programa.

O programa TOPMAT iniciou em 2019, com o intuito de pro-



duzir material de formacdo adequado para treinamento em mate-
matica olimpica. A principio, o material inicial foi produzido para
formacao de professores e posteriormente passamos ao trabalho de
redacido do material de formagao para os alunos. Este material foi
sendo aperfeicoado ao longo do tempo, a partir da experiéncia di-
datica dos estudantes, e o resultado é o que temos hoje em maos.
Em resumo, o presente material foi desenvolvido pelos professores
atuantes no programa e servird como base para todas as atividades
desenvolvidas durante o treinamento.

Por fim, gostaria de agradecer de forma expressiva aos estudantes
de graduacao da UFPR envolvidos neste projeto pelo afinco e esmero
na realizagdo deste arduo trabalho. Sem a participacao de cada um
deles, este projeto nao seria possivel.

Bons estudos!

Prof. Dr. José Carlos Eidam
Coordenador do POTI/TOPMAT - 2024
Departamento de Matemdtica - UFPR
Janeiro de 2024

iv



Sumario

Apresentacao iii
Introducao vii
1 Divisibilidade e Algoritmo de Divisao 1
2 Maximo Divisor Comum, Minimo Miultiplo Comum 7
3 Teorema Fundamental da Aritmética 17
4 Resultados de Numeros Primos 25
5 Equagdoes Diofantinas 33
6 Congruéncias 43
7 Teorema Chinés do Resto 51
8 Pequeno Teorema de Fermat 59
Referéncias Bibliograficas 67



vi



Introducao

Este livro apresenta um modo especial de se fazer Matematica.
O contetdo é basicamente o mesmo que vocé vé na escola, mas em
uma abordagem mais aprofundada e, por vezes, acompanhada de
algum formalismo que provavelmente serda uma novidade para voceé.
No entanto, o principal propésito ndo é expor contetidos, mas de
conduzi-lo num treinamento em Matemdtica Olimpica.

Mas... Em que consiste essa tal Matemética?

Do ponto de vista do contetido, tudo o que vocé precisa para re-
solver problemas de olimpiadas de Matemaética estd disponivel nos
livros didaticos escolares ou, mais raramente, em livros mais avan-
cados. Todavia, saber todos esses contetdos, com suas férmulas,
teoremas e proposigoes, nao garante de forma alguma o sucesso na
resolucao dos problemas. Mesmo os seus professores na escola e tam-
bém nés, graduandos em Matematica e de outros cursos de Exatas,
frequentemente ficamos travados diante de uma questao de olim-
piada, sem que todo o nosso conhecimento matematico possa nos
prestar qualquer auxilio. Ou seja, estar bem informado nunca é o
suficiente por aqui.

De modo geral, para se preparar para o enfrentamento de pro-
blemas matematicos, nada melhor que... enfrentar problemas mate-
mdaticos!

O que torna a matemética olimpica especial ndo é um conjunto
de conhecimentos, mas o modo de lidar com eles, forcando o estu-
dante a relacionar conteidos entre si, mudar um ponto de vista que
lhe era muito familiar e buscar estratégias de resolugdo. Problemas



olimpicos lhe arrancam daquele comodismo do tipo “eu ja sei, ja
estudei isso”. Aqui, vocé ja sabe tudo o que precisa saber, mas nao
saira do lugar se nao se arriscar em caminhos de raciocinio nao ha-
bituais. E essa descricdo nao estd aqui para desestimuld-lo. Pelo
contrario, queremos mostrar que problemas olimpicos sdo instigan-
tes justamente porque sdo dificeis e inesperados. Afinal de contas,
resolver problemas olimpicos é como um jogo — e vocé sabe como
jogos podem ser desafiadores, ndo é mesmo?

E por conta desse espirito de Matematica Olimpica que opta-
mos por incluir no material muitos problemas — retirados de di-
versas olimpiadas e livros ou elaborados por nés mesmos. Este é
essencialmente um livro de treinamento e enfrentamento de proble-
mas matemdticos, ndo de exposicio de contetidos. Os conteiidos
(tanto aqueles que vocé ja tem na escola quanto alguns novos que
lhe apresentaremos) s6 serdao introduzidos na medida em que forem
necessarios para resolver as questoes. Nés o ajudaremos com exem-
plos, modelos de estratégias de resolugdo, dicas de organizagdo do
raciocinio, entre outras coisas. Porém, o mais importante é que
vocé — por conta prépria — faga muitos exercicios, mesmo aqueles
que estao resolvidos. E lembre-se sempre do ditado: a pratica leva
a perfeicao.

Equipe POTI/TOPMAT
Nivel 8
2024
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Aula 1

Divisibilidade e
Algoritmo de Divisao

No conjunto dos numeros inteiros, a equagdo bxr = a nem sem-
pre admite solugdo. Isso significa simplesmente que nem sempre a
divisdo é ezata. Se existir uma solu¢ao nessas condigdes, recaimos
no caso em que b divide a, ou, mais formalmente:

Definigao 1.1. Divisibilidade:

Dados dois niimeros inteiros a, b, dizemos que b divide a se existe ¢
inteiro tal que a = be. Neste caso, b é dito divisor de a, e denotare-
mos simplesmente b|a

A divisibilade apresenta algumas propriedades que merecem ser
mencionadas, as quais enunciaremos agora:

Proposicao 1.1. Sejam a, b, ¢, d nimeros inteiros, e cada divisor
um numero diferente de zero. Entao valem:

1. Limitacao: Se alb, entdao, ou b =0 ou |a| < |b];
2. Transitividade: Se a|b e b|c, entao ac;
3. Se alb e a|c, entdo, para quaisquer m,n € Z, a|(mb + nc).

Um importante resultado de divisibilidade que merece ser men-
cionado ¢ apresentado no exemplo a seguir:
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Exemplo 1.1. Para quaisquer x, y, vale que:

l,n_yn — (z_y)($n—l+xn—2y+$n—3y2+‘ ) .+$2yn—3+myn—2+yn—l)

Portanto, para quaisquer x,y € Z, se x # y, segue que x —y|x"™ —y".
Apresentamos a seguir dois casos particulares da igualdade acima

e Se n é impar, vale que:
"yt = (4 y) @ -y Ty
De fato, basta tomar z" + y" = 2" — (—y)"
e Se n =2k é par, vale que:
2y (2 ) (2R g g2y g2y 2kt 2k

Tomando ainda 2% — y? = (z — y)(z + y), podemos fazer mais
uma decomposi¢do no nimero acima:

$2k*y2k — (.’E*y)($+y)(l‘2k_2+$2k_4y2+. ) .+x2y2k_4+y2k_2)

Nos casos em que nao existe um inteiro satisfazendo tal condicéo,
isto é, se b ndo divide a, ainda assim, em geral, podemos efetuar um
processo de divisdo com resto. Por exemplo, se a = 123,b = 5,
fazemos simplesmente:

1235
—10 24
23
—20

3

Neste exemplo, temos que 5 "cabe"24 vezes em 123, deixando
um resto 3 no processo de divisao.
Certamente, para aplicar tal processo de divisao, precisamos que b #
0. Com essa condigdo, para qualquer inteiro a conseguimos garantir
sempre que a divisdo com resto de a por b estd bem definida. Tal
resultado é conhecido como Algoritmo da Divisdo, que enunciamos
a seguir:
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Teorema 1.1. Algoritmo da Diviséo
Sejam a e b inteiros, com b # 0. Entao existe um unico par de
inteiros nao negativos (q,r) tal que:

a=>bqg+r0<r<|b

Neste par, o nimero q é chamado quociente e r o resto da divisdo
de a por b.

Apresentamos a seguir uma aplicacdo do algoritmo de divisdo na
resolucdo de problemas:

Exemplo 1.2. Seja a um inteiro. Mostre que se a é da forma
3k 4+ 2,k € Z entao a ndo é o quadrado de outro inteiro.

Solucao:
Seja b,q € Z. Analisemos o quadrado de b com base no resto de b
na divisao por 3:

e seb=3q: b2 = (3¢)2 =3(3¢*) + 0

eseb=23g+1: b = (3¢g+1)? =3(3¢) +3(2¢) +1 =
3(3¢% +2¢) + 1

e seb=3¢+2: b®*=(3¢+2)%2=303¢*)+3(4¢g) +3-1+1=
33¢2 +4g+1) +1

Com isso concluimos que os Uinicos restos possiveis para o quadrado
de um inteiro na divisdo por 3 sdo 0 e 1. Ou seja, se a é da forma
3k + 2,k € Z, entdao a nao é o quadrado de outro inteiro. W

Como o leitor pode observar, da maneira como definimos divi-
sibilidade, temos que b|a precisamente quando o resto do algoritmo
da divisao de a por b é zero.

Para avaliar se um certo nimero inteiro diferente de zero divide
outro inteiro, sempre podemos efetuar o processo de divisao e verifi-
car se o resto é zero. Contudo, alguns nimeros admitem estratégias
alternativas, em geral mais econdémicas, para avaliarmos se eles divi-
dem algum niimero inteiro dado. Essas estratégias sdo chamadas de
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Critérios de divisibilidade. Enunciaremos a seguir alguns critérios
de divisibilidade pelos ntimeros de 2 a 11:

e Critério de Divisibilidade por 2: Um namero é divisivel
por 2 se e somente se seu algarismo das unidades for par;
E.g.: 1234 é divisivel por 2, pois seu ultimo digito, 4, é par.

e Critério de Divisibilidade por 3: Um ntmero ¢ divisivel
por 3 se e somente se a soma de seus digitos também for;
E.g.: 543 é divisivel por 3, pois 5+4+ 3 = 12 é multiplo de 3.

e Critério de Divisibilidade por 4: Um nimero é divisivel
por 4 se e somente se seus dois dltimos algarismos, das dezenas
e das unidades, formam um ntmero divisivel por 4;
E.g.: 432116 é divisivel por 4, pois seus dois ultimos digitos
sdo 16, um multiplo de 4.

e Critério de Divisibilidade por 5: Um ntmero é divisivel
por 5 se seu algarismo das unidades for 0 ou 5;
E.g. : 3115 é divisivel por 5, pois seu digito das unidades é 5

e Critério de Divisibilidade por 6: Um nimero é divisivel
por 6 se e somente se satisfaz simultaneamente os critérios
para 2 e 3;

E.g. : 3132 é miltiplo de 6, poisé pare3+1+3+2=09.

e Critério de Divisibilidade por 7: Um nimero é divisivel
por 7 se e somente se, ao apagarmos o iltimo digito e subtrair-
mos seu dobro do ntimero resultante, obtivermos um nimero
multiplo de 7.

E.g. : 434 é divisivel por 7, pois 43 — (4.2) =43 —8 =35 é
multiplo de 7.

e Critério de Divisibilidade por 8: Um nimero é divisi-
vel por 8 se seus trés ultimos algarismos formam um ndmero
divisivel por 8
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e Critério de Divisibilidade por 9: Um ntmero é divisivel

por 9 se e somente se a soma de seus algarismos é um niimero
miltiplo de 9;

Critério de Divisibilidade por 10: Um nimero é divisivel
por 10 se simplesmente seu tiltimo algarismo é nulo;

Critério de Divisibilidade por 11: Um niimero é divisivel
por 11 se e somente se a diferenca entra a soma dos algarismos
de posicao impar e a soma dos algarismos de posicido par for
multipla de 11.

Problemas Propostos

Os problemas estdo classificados por nivel de dificuldade:

10.

o | | ¢ |
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

. @ Para todo inteiro a, prove que 4 nao divide (a? + 2).

. @ Mostre que 3|7" — 4", para todo n > 1.

® Prove que se a e b sio impares, entdo 8|(a® — b?).
® Mostre que se 7|3a + 2b entao 7|4a — 2b.
Mostre que 9 divide n - 4"t — (n +1) - 4" + 1
Prove o critério de divisibilidade por 7.
Prove o critério de divisibilidade por 9.
Mostre que se 19|3x + Ty entao 19|43z + 75y.

Sejam a = bg+r = (b+1)¢’+1’, com a, b positivos, 0 < r < b,
e 0 <r" < (b+1). Provar que q = ¢’ se, e somente se, r > ¢

Prove que se f(z) é um polinémio de coeficientes inteiros e
a e b sdo inteiros quaisquer, entdao a — b|f(a) — f(b).
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

¢ Prove que nenhum inteiro da sequéncia 11,111,1111,... é
um quadrado perfeito.

¢ Encontre todos os inteiros positivos n tais que 2n? + 1|n3 +
9n — 17.

¢ Sejan > 1 ek um inteiro positivo. Prove que (n—1)%|(n*—1)
se, e somente se, (n — 1)|k.

¢ (OBM 2011) Qual é o maior inteiro positivo n tal que
(2011!)! é divisivel por ((nh)!)! ?

¢ Defina uma funcao dos inteiros neles mesmos por f(z) =
ex" + ¢, com € € {—1,1} e ¢ um inteiro qualquer. Mostre que

f(x) — f(y)|=™ — y™ sempre que n|m.

¢ (CONE SUL, Prova de Selecao, 2015) Para cada ndmero
natural n, denotamos g(n) o maior divisor impar de n. Calcule
a soma dos 22915 termos:

g(1) +g(2) +g(3) + ...+ g(2*")

¢ (OBM 2000) E possivel encontrar duas poténcias de 2, dis-
tintas e com o mesmo numero de algarismos, tais que uma
possa ser obtida através de uma reordenacao dos digitos da
outra?

¢ (OBM 2005) Prove que a soma 1%+ 2% + ...+ nF onde n é
um inteiro positivo e k é impar, é divisivel por 1+2+...+n.

¢ (IMO 2011) Seja f uma fungao do conjunto dos inteiros no
conjunto dos inteiros positivos. Sumponha que, para quaisquer
dois inteiros m e n, a diferenca f(m) — f(n) é divisivel por
f(m —mn). Prove que, para todos os inteiros m,n com f(m) <
f(n), o nimero f(n) é divisivel por f(m).

% (IMO 2007) Sejam a e b inteiros positivos. Mostre que, se
4ab — 1 divide (4a® —1)2, entdo a = b.
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Maximo Divisor Comum,
Minimo Miltiplo Comum

Aqui, prosseguiremos com o estudo de divisibilidade a partir de
outros conceitos elementares da teoria de ntimeros. Salvo mengao
em contrario, assumiremos nesta aula sempre a, b inteiros nao simul-
taneamente nulos.

Maximo Divisor Comum

Primeiramente, dizemos que um inteiro d é um divisor comum
de a e b se c|a e ¢|b. Podemos recolher todos esses divisores comuns
de a e b em um conjunto que denotaremos D(a,b). Pelas propri-
edades de divisibilidade, sabemos que, se a # 0,c|a implica que
le| < la|, logo D(a,b) é limitado. Ainda, para quaisquer a,b nao
simultaneamente nulos, temos que pelo menos 1 divide ambos, logo
1 € D(a,b), e o conjunto dos divisores comuns é nao vazio. Por
conta dessas propriedades, faz sentido falar de um maior elemento
do conjunto D(a,b), o que motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.1. Denominamos mdzimo divisor comum (mdc) de a
e b o maior de seus divisores comuns. Assim:

mdc(a,b) = mazxD(a,b)
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Diante deste conceito, uma duvida natural é o modo de calcula-
lo para um dado par de inteiros. O algoritmo da divisdo apresentado
anteriormente permite a elaboracdo de um método capaz de deter-
minar o mdc de dois inteiros dados. Este método é denominado
Algoritmo de Euclides

Primeiro, verifiquemos brevemente o seguinte resultado:

Lema 2.1. Sejam a, b inteiros, com b # 0, e q e r 0s respectivos
quociente e resto da divisao de a por b. Entao mdc(a, b) = mdc(b, ).

Demonstragdo. A divisdo de a por b resulta na expresséo:
a=bqg+r

Basta verificar que todo divisor comum de a e b divide r, e, recipro-
camente, todo divisor comum de b e r divide a. Seja m € D(a,b).
Entao, pelas propriedades de divisibilidade, temos que m/|a, m|b im-
plica m|a — bg, mas como a — bqg = r, resulta que m também divide
o resto. A reciproca se prova de modo analogo.

Como todos divisores comuns D(a,b) e D(b,r) coincidem, seus
méaximos também devem coincidir, verificando o resultado.

O Algoritmo de Euclides, também por vezes denominado Algo-
ritmo das divisoes sucessivas, se baseia em aplicagoes reiteradas da
divisdo euclidiana. Assim, comecamos dividindo a por b, e obtendo
um resto r1. Na sequéncia, se 11 # 0, efetuamos a divisdo euclidiana
de b por 11, resultando em um resto 2. Como os restos da sequéncia
sao inteiros ndo-negativos, dispostos em ordem decrescente, eventu-
almente o algoritmo alcanga o resto 0. Pelo lema, o menor resto r,
maior que 0 serd justamente o mdc(a, b).

Exemplo 2.1. Calculando o mdc(1001, 109), obtemos as seguintes
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divisoes:

1001 =109-9 + 20

109=20-54+9
20=9-2+2
9=2-4+1
2=1-2

O tltimo resto nao-nulo é 1, logo mdc(1001,109) = 1.
Minimo Miultiplo Comum

Assim como, dados dois inteiros ndo-nulos, é possivel tratar dos
numeros que dividem ambos, é natural uma definicdo que abranja
0s numeros que sdo divididos por dois inteiros nao-nulos quaisquer.
Um ntmero ¢ é dito maltiplo comum de dois inteiros ndo-nulos a e
b se temos que alc e blc.

Denotaremos o conjunto de multiplos comuns de a e b por M (a, b).
Note que este conjunto nio é vazio, pois pelo menos a-b € M(a,b).
Porém, ao contrario do caso dos divisores comuns, o conjunto de
multiplos comuns ¢é infinito. Ainda assim, se forem considerados
apenas os elementos positivos de M(a,b), pelo Principio da Boa
Ordem se segue que entre estes existe um menor elemento, o que
motiva a seguinte definicao:

Definigao 2.2. Denominamos minimo mailtiplo comum (mmc) de
a e b o menor de seus miltiplos comuns positivos, isto é:

mme(a,b) = minM ™ (a, b)

em que M ™ (a,b) é o conjunto de multiplos comuns ¢ de a e b tais
que ¢ > 0.

Teorema de Bachet-Bézout

Dizemos que um ntimero inteiro ¢ é combinac¢do inteira de dois
inteiros a,b, se existem x,y € Z tais que se verifique a equagio:
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c=ax+by

O Teorema de Bachet-Bézout, que enunciamos a seguir, garante
que sempre é possivel escrever o mdc de dois nimeros inteiros como
uma combinacdo inteira desses, isto é:

Teorema 2.1. Sejam a e b inteiros. Entao existem x e y inteiros
tais que:
ax + by = mdc(a, b)

Duas consequéncias importantes desse teorema sao:

Corolario 2.1. Dados a,b € Z, a equacgao:

ar +by=-c

admite solugao inteira se, e somente se, mdc(a, b)|c

Corolario 2.2. Sejam a,b,c € 7Z tais que albe. Se mdc(a,b) = 1,
entao alc.

Como vimos, equagao ax+by = mdc(a, b) sempre admite solugao
inteira. Contudo, essa solucdo nao é tnica. No exemplo a seguir,
apresentamos um algoritmo para encontrar o conjunto de todas as
solucgoes inteiras desse tipo de problema.

Exemplo 2.2. Encontre todos os x,y € Z tais que 1001x + 109y =
mdec(1001, 109).

Solucéo:

Fazemos as divisoes sucessivas para o calculo de mde(1001,109) = 1
utilizando o Algoritmo de Euclides. Em seguida, isolamos os restos:

1001 =109-9+ 20

109=20-5+9
20=9-2+2
9=2-4+41

2=1-2
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Se isolarmos os restos nas equagoes acima, obteremos as seguin-
tes igualdades:

20 = 1001 —109-9

9=109-20-5
2=20-9-2
1=9-2-4

Note que podemos efetuar sucessivas substituicdes na equagdo 1 =
9 — 2 -4 e expressar 1 como combinagao linear de 1001 e 109. Isso
pode ser feito da seguinte forma:

Substituindo o 2:

1=9-(20-9-2)-4=9-9—-4-20
Substituindo o 9:

1=9-(109—-20-5)—4-20=9-109 — 49 - 20
Substituindo o 20:

1=9-109 — 49 - (1001 — 109 - 9) = 1001(—49) + 109(450)

Logo, uma solugdo da equagao 1001z + 109y = 1 é (zo, yo) =
(—49, 450).
Para encontrar as demais, escrevemos o lado direito desta equacgao
utilizando a solucao particular que acabamos de encontrar:

10012 4+ 109y = 1001xz¢ + 109y < 1001 (x — z¢) = —109(y — yo)

Como mdc(1001, 109) = 1 temos, pelo Teorema de Euclides,
que 1001|y — yo, ou seja, y — yo = 1001¢, para algum t € Z.
Substituindo temos:

1001(z — zp) = —109.1001¢ < 1001(z — z¢) = 1001.(—109¢)
Sr—x9g=—-109 < = xg — 109¢
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De maneira andloga podemos obter que y = yg + 1001t
Assim, as solugoes da equacado dada sdo todos os pontos da reta
1001z + 109y = 1 da forma (z,y) = (xo — 109¢, yo + 1001t) =
(—49,450) + (—109,1001)t com t € Z. &

Para concluir, apresentamos um resultado que caracteriza a re-
lacdo entre o maximo divisor comum e o minimo miltiplo comum
de dois nimeros dados. Por simplicidade, enunciaremos o resultado
para nimeros naturais, podendo ser facilmente generalizado para os
inteiros tomando os valores absolutos adequados.

Teorema 2.2. Sejam a,b € N*, entao:
mdc(a, b).mmc(a,b) = ab

Demonstragio. Seja d = mdc(a,b). Entdo podemos escrever a =
ayd,b = bid, com ay,b; inteiros tais que mdc(ai,b;) = 1. Agora
considere o niimero:

ab

d

Temos, por um lado, que x = a1b, por outro, que = = ab;. Portanto
alz,blr e x é miltiplo comum de a,b. Verifiquemos agora que x é o
menor inteiro positivo nessas condi¢des. Seja m € N* um multiplo
comum qualquer de a e b. Entdo, de a|m segue que existe ¢ € N
com m = aq = aidq. Por sua vez, como blm, temos que byd|a;dg,
e portanto, b1|a;d. Dado que aj,b; sap coprimos, temos que b1lq.
Escrevemos entdo ¢ = bic. Logo m = aq = (a1d)(bic) = (a1dbi)c =
xc. Logo x divide qualquer outro multiplo comum positivo de a e b.
Assim, por limitagdo, x deve ser o menor miltiplo comum. |

Tr=

Problemas Propostos

Os problemas estdo classificados por nivel de dificuldade:

o | | ¢ | x
Facil | Médio | Dificil | Desafio

1. @ Usar o Algoritmo de Euclides para obter ntimeros r e s
satisfazendo:
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o mdc(56,72) = 56r + T2s
o mdc(24,138) = 24r + 138s

2. @ Mostre que 25 — 1 ¢ 219 + 1 sdo primos entre si.

3. @ Mostre que quaisquer dois termos consecutivos da sequéncia
de Fibonacci sdo coprimos.

4. @ Sejam a, b, ¢ inteiros. Prove que:
(a) mdc(—a,b) = mdc(a, —b)

(b) mde(a,b) = mde(a,a +b)

5. A Prove a seguinte proposigao:
A equacao ar + by = ¢ admite solugdo inteira em x e y se, e
somente se, mdec(a, b)|c.

6. A Prove que se mdc(a,b) =1 e albc, entdo alc.
7. A Prove que se mdc(a,b) = 1, entdo mdc(ac, b) = mde(c, b).
8. A Para todo n € Z,n # 0, —1, calcular:

o mme(n,n+ 1);

o mme(2n —1,2n+ 1)

o mmc(ne, (n+1)c),c € Z*

9. A (OBM 2011) Qual é o maior valor possivel do mdc de dois
nimeros distintos pertencentes ao conjunto {1,2,3,...,2011}?

10. A (OBM 2011) Os inteiros positivos 30, 72 e N possuem a
propriedade de que o produto de quaisquer dois é divisivel
pelo terceiro. Qual o menor valor possivel de N?

11. ¢ (OBMEP - Banco de Questoes 2015) Em uma lousa séo
escritos os 2014 inteiros positivos de 1 até 2014. A operacao
permitida é escolher dois nimeros a e b, apaga-los e escrever
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

em seus lugares os nimeros mdc(a,b) e mme(a,b). Essa ope-
racao pode ser feita com quaisquer dois nimeros que estao na
lousa, incluindo os niimeros que resultaram de operacoes ante-
riores. Determine qual a maior quantidade de niimeros 1 que
podemos deixar na lousa.

¢ Sejam a, = 100 + n? e d,, = mdc(an,ans1). Calcular d,
para todo n.

¢ Demonstrar que se mdc(a, 2") = 2" e mdc(b, 2" 1) = 27,
entdao mdc(a + b, 2"+1) = 2+l

¢ Demonstrar que, se a, b, c,d, m,n sdo inteiros tais que ad —
bc = 1,mn # 0, entao:

mdc(am + bn,cm + dn) = mdc(m,n)

¢ Demonstrar que mdc(2%—1,20 —1) = 2mde(@:b) _ 1 para todo
a,b e N.

¢ (OBM 2011) Existem 2011 inteiros positivos a1 < ay <
... < ago11 tais que, para todo 1 <14 < j < 2011, mdc(a;, aj) =
a; — a;”?

¢ (OBM 2012) Esmeralda desenhou uma tabela com 100 linhas
e 100 colunas, e escreveu, na linha ¢ e coluna j da tabela,
mdc(i,7) se i < j e mmc(i,7) se i > j. Por exemplo, na linha
4, coluna 6 ela escreveu mdc(4,6) = 2, e na linha 15, coluna
10 ela escreveu mmc(15,10) = 30. Qual é o produto de todos
os 100? ntimeros da tabela?

¢ (OBM 2013) Seja A = {1,2,3,...,20} o conjunto dos 20
primeiros inteiros positivos. Para cada subconjunto X de 15
elementos de A, calculamos o produto p(X) de seus elementos.
Por exemplo p({1,2,3,...,15}) = 1.2....15 = 15! Qual é o
méaximo divisor comum dos (fg) produtos p(X) obtidos com
todos os subconjuntos com 15 elementos de A?
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19. ¢ (IMO 1992) Encontrar todos os inteiros a, b, ¢, com 1 < a <
b < ¢, tais que (a — 1)(b—1)(c — 1)|abc — 1.

20. % Encontrar todas as fungoes f : N* x N* — Z satisfazendo
simultaneamente as propriedades:
o fla,a) =a;

° f(a,b):f(b,a);
e Sea>b,entdo f(a,b) = % f(a—b,b).
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Aula 3

Teorema Fundamental da
Aritmética

O objetivo desta aula ¢é identificarmos o papel importante que
os nimeros primos desempenham na Teoria de Numeros. Isso se
da pelo fato de todo ntimero inteiro diferente de 0, 1 e —1 poder
ser escrito de maneira tinica como o produto de niimeros primos, a
menos da ordem dos seus fatores.

Primos

Definicao 3.1. Dizemos que p é um nimero primo se possui
exatamente dois divisores positivos, 1 e |p|.

Observe que pela defini¢do o nimero 0 ndo é um nimero primo,
pois possui infinitos divisores positivos. Da mesma forma, vemos
que 1 e —1 também nao sdo primos.

Definigao 3.2. Dizemos que um inteiro a é um nimero composto
quando possuir mais de dois divisores inteiros distintos.

Dado um inteiro a ndo nulo que seja composto, ele admite um
divisor b tal que |b] # 1 e |b| # a, assim sendo, 1 < [b] < |a]. Um
divisor nessas condic¢bes serd chamado de divisor préprio de a.

Proposicao 3.1. Seja p um nimero primo, e sejam a, b inteiros.

17
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1. Se p1a, entdo mde(p,a) = 1.
2. Se plab, entdo pla ou plb.
Demonstracio.

1. Como p é primo e p t a, entdao o tnico divisor comum positivo
entre a e p é 1. Dal, segue o resultado.

2. Por hipétese, temos que p|ab. Se tivermos p|a, segue o resul-
tado, caso contrario mdc(p,a) = 1 o que implica pelo Teorema
de Euclides que plb.

Exemplo 3.1. 1. Mostre que se p é primo e p divide um produto
aias - - - ap, entdo pla; para algum j, 1 < j < n. Conlcua, em
particular, que se p|a®, k > 2, entdo pla.

Solugdo:

Primeiramente vamos separar o produto em duas partes:
(al . a2 “ e anil) . an
Agora analisemos os casos:

o Se pla; para algum i, 1 < i < n — 1, entdo estd provado que
plaj para algum j.

e Se ptaj para todo i, 1 < i <n-—1, entdo p1{ (a1 -az---
an—1) = mdc(p,ay -as - ap—1) =1, pois p é primo.

Com isso, temos que p|(ay - ag - - - ap—1) - anp e mde(p,a; - ag -
-~ ap—1) = 1 e, pelo Teorema de Euclides, p|a,. Ou seja, pla;
para algum j.

Observe que esse exemplo é uma generalizagdo do item (ii) da
ultima proposigao.
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E muito importante conseguirmos caracterizar a nocao dos ni-
meros primos e fazemos isso estendendo a Proposi¢do 1 para o se-
guinte Teorema:

Teorema 3.1. Seja p um inteiro diferente de 0,1 e —1. Entéo, p é
primo se e somente se, toda vez que p divide um produto de dois
numeros, p divide pelo menos um dos fatores.

Demonstracao.
( = ) Essencialmente, a ida ja foi provada no exemplo anterior.

( <= ) Provemos por absurdo a volta. Para isso, suponha que p
nao seja primo e que satisfaz as propriedades do enunciado. Como
p é um nimero composto, segue que |p| pode ser escrito da seguinte
maneira |p| = a - b, onde a e b sdo seus divisores préprios, ou seja,

1 <a<|pl
1<b<|pl|.

Dessas desigualdades, decorre que pta e ptb o que acaba im-
plicando p 1 a-b, contradizendo nossa hipdtese. A nossa contradigao
ocorreu a0 SUpormos que p nao era um numero primo. |

Os préximos resultados serdo desenvolvidos com o interesse de
chegarmos no Teorema Fundamental da Aritmética, tema dessa
aula.

Lema 3.1. Todo inteiro a > 1 pode ser escrito como produto de
nimeros primos.

Demonstrag¢do. Problema 4. |
Teorema 3.2. Seja a > 1 um inteiro. Entdo, existem primos posi-

tivos p1 < po < ... < py, tais que a = p1p2 - - - Py, € essa decomposicao
é Unica.
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Teorema Fundamental da Aritmética. Seja a um inteiro
diferente de 0,1 e —1. Entdo, existem primos positivos p; < pa <
... < p, e inteiros positivos ni, ne,...,n, tais que a admite uma de-

composi¢ao tnica na forma a = E - pi*-5% - - -pI'", onde E = +1.

Obs. O nimero E caracteriza se a é um nimero positivo ou
negativo.

Demonstragdo.
Observe que a = Elal, onde E =1 ou E = —1.

Pela definicio de mddulo, temos que |a| é um inteiro positivo e
além disso, pelas condi¢ées do enunciado, é estritamente maior que
1. Com isso, decorre pelo Lema 1 que existem primos p; < py < ---py
tais que:

la| =p1-p2--p (3.1)
Dependendo do sinal de a, tém-se que:

Agrupando os fatores primos repetidos, obtemos a seguinte de-
composigao:
a=FE-pt5?..prr (3.2)

Note que a decomposigdo (1) é tunica, pelo Lema 1. Decorre
imediatamente a unicidade da decomposicao (2), pois ela foi obtida
a partir da (1).

|

Problemas Propostos

Os problemas estao classificados por nivel de dificuldade:

° | | ¢ | *x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio
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1.

10.

11.

® Considere um inteiro a e suponha que ele ndo seja divisi-
vel por 5. E possivel que o ntimero 2a seja divisivel por 57
Justifique usando o Teorema Fundamental da Aritmética.

® Seja a um inteiro. Temos que o numero 2a é divisivel por
6. E possivel que a seja divisivel por 67 Novamente, justifque
pelo Teorema Fundamental da Aritmética.

® Scjam ¢ um nimero inteiro e p um ntmero primo. Mostre,
por induc¢do em n, que se p divide a™ entao p divide a.

. @ Demonstre o Lema 1.

Mostre que /2 -3 -5 é irracional.

Seja a um inteiro positivo e suponha que a = pi' - p5? - - - prn
¢é sua fatoracdo em produto de primos.

Mostre que todo divisor de a é da forma d = w-p}' - p5* - - pin»,
comu==x1e0<k <r parai=12;--,n.

Usando o item anterior, mostre que o nimero de divisores
positivosde a é (r1 +1) - (ro+ 1) -+ - (rp, + 1).

Mostre que um ntmero inteiro positivo a possui exatamente
trés divisores positivos se e somente se a é o quadrado de um
nimero primo. Observe os casos com 4 e 5 divisores.

Mostre o caso geral do Problema 8, ou seja, quando possuir
um ndmero primo p de divisores positivos.

Sejam k = pi' - ...-plr el = ¢ - ... ¢ as fatoragoes em
primos de k e [, respectivamente. Entdo k =1 & n=m e
p;' = q;* para todo i, 0 <i < n=m.

Mostre que se p ¢ um primo positivo entao ,/p ¢ um nimero
irracional.
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12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

Mostre que, dados um inteiro n e um primo p, n pode ser
escrito na forma n = p* - m, em que k > 0 e m é um inteiro
nao divisivel por p.

Seja a um inteiro positivo e suponha que a = pj* - ... - pi»
¢é sua fatoracdo em produto de primos. Mostre que a é um
quadrado perfeito se e somente se todos os expoentes r; sdo
pares.

Use o item anterior para decidir se os nimeros abaixo sao
quadrados perfeitos.

(a) 693
(b) 11-025
(c) 2-475

¢ Sejam p, g e r trés nimeros primos maiores que 3. Sabe-se
que o numero p + ¢ + r também é primo . Mostre que p + ¢,
p+rouq+r éum multiplo de 6.

¢ Sejam p,q primos tais que p > ¢ > 5. Prove que 24|(p® —¢?).
¢ Seja n um inteiro positivo. Prove que:

(a) Se n > 4 néo é primo, emtdo n|(n — 1)!

(b) Nenhum inteiro da forma 8" 4 1 é primo.

¢ (OBM 2016) As raizes de um polindémio P, de coeficientes
inteiros e grau 10, sdo todas inteiras e distintas. Entdo todo
valor nao nulo de P(n),n inteiro, tem, no minimo, quantos
divisores positivos?

* (OIbM1987) A sequéncia p, é definida da seguinte maneira:

(a) pr =2
(b) Para todo n > 2, p,, é o maior divisor primo da expressao

D1 P2-p3- - Pn-1+1
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Demonstre que p, é diferente de 5.

20. % (Teorema de Euclides) Existem infinitos primos.
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Aula 4

Resultados de Numeros
Primos

O objetivo desta aula é trabalharmos com algumas estratégias
para obter nimeros primos, para tratar da seguinte questao: existem
infinitos nimeros primos?

Nutumeros de Fermat

Inicialmente, vamos estudar os niimeros de Fermat, que sdo
definidos a seguir:

F,=2"+1

Em 1640 Fermat afirmou que para todo n tinha-se F,, primo.
Mas em 1740, Euler provou que F'(5) = 4294967297 era um nimero
composto, assim encontrando um contra-exemplo para a afirmacéio
de Fermat. E ficil obervar que para 0 < n < 4 tém-se F,, primo e
esses sdo chamados de primos de Fermat. Note que a férmula de
F,, é uma funcio duas vezes exponecial e assim podemos concluir
que ela cresce muito rapido, entdo para valores de n maiores que
4 obtemos um valor F),, cada vez maior e com mais casas decimais
dos nimeros anteriores. Dessa forma fica dificil estudar esses niime-
ros sem um apoio computacional. E mesmo com esse apoio ainda

25
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nao sabemos se existem outros primos de Fermat, além desses cinco.

Propriedades dos Niimeros de Fermat

Proposicao 4.1. Todo nimero de Fermat verifica as seguintes re-
lagoes de recorréncia:

1. F,=(F,_1—1)2+1

2. F,=F, 1 +2"Fy---F,_»
3. Fp=F2 | —2(F, o —1)?

4 Fopp—1=(F,— 1%

Como vimos anterioriormente, os quatro primeiros nimeros de
Fermat sdo co-primos, pois ndo sdo compostos; sera que isso ocorre
para os numeros de Fermat seguintes? Ou seja, se todos os nimeros
de Fermat sdo co-primos entre si? E a resposta é sim, com isso
enunciamos o préximo resultado da aula:

Teorema 4.1. Sejam F), e I, nimeros de Fermat tais que n # m.
Entao, F;, e I}, sao co-primos.
Agora, deixamos para o leitor perguntas que estdao abertas na

matematica sobre os nimeros de Fermat. Existem infinitos niimeros
primos de Fermat? E infinitos nimeros compostos?
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Ntmeros de Mersenne

Agora, discutiremos os chamados ntimeros de Mersenne. Es-
ses numeros sao da forma:

M, =2"-1

para cada n inteiro ndo negativo. Pode-se provar que, se n é com-
posto M,, também é (exercicio). Assim, se um dado nimero de
Mersenne ¢ primo, entdo ¢ necessariamente da forma M, = 2P — 1,
em que o préprio p é primo. Note, contudo, que a reciproca nao é
verdadeira. Como contraexemplo, podemos tomar p = 11. De fato:

My =2047 =23 -89

Uma das questoes bastante vinculadas aos primos de Mersenne
é a dos nimeros perfeitos. Um ntmero natural é dito perfeito se
ele é a soma de todos os seus divisores positivos proprios, i.e., todos
seus divisores positivos menores do que ele. Assim, por exemplo, 6
é perfeito, pois seus divisores préprios sio 1,2, 3,e14+24+3=6. E
possivel provar que 2"~1(2" —1) é perfeito sempre que M,, = 2" —1 6
primo (exercicio). De fato, todo nimero perfeito par é dessa forma.
A existéncia ou nao de numeros perfeitos impares permanece em
aberto até hoje.

Muitos métodos foram desenvolvidos historicamente para avaliar
a primalidade de um niimero de Mersenne dado. Dada a eficiéncia de
alguns desses algoritmos para ntimeros grandes, os maiores nameros
primos conhecidos sao justamente primos de Mersenne.

Infinidade de Primos

Um dos fatos mais conhecidos sobre o conjunto dos ntmeros
primos diz respeito & sua infinidade. A demonstragdo de que exis-
tem infinitos primos que apresentamos a seguir é conhecida desde a
Antiguidade, constando ja nos Elementos de Euclides.

Teorema 4.2. Existem infinitos niimeros primos.
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Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que o conjunto dos nt-
meros primos seja finito. Assim, sejam pi,ps ..., pn todos os nime-
ros primos existentes. Entdo, podemos considerar o nimero:

P=pips...pp+1

Sabemos que P admite um divisor primo p;. No entanto, temos

que pi\plpg ... Dn, logo segue que p2-|P —p1p2...pn =1, mas p; > 1,
e com isso obtemos uma contradicao.

Entre outras demonstracoes deste fato fundamental sobre niime-
ros primos, cabe mencionar a prova formulada por Euler. A ideia
do matematico suico consistiu em considerar o produto:

1 1 1 1
- . -
-1\ -1)\1-1 1

pP= —
p

onde cada niimero primo p aparece em exatamente uma parcela. Se

assumirmos, por absurdo novamente, que a quantidade de nimeros

primos ¢é finita, o produto acima deve ser um niimero real (positivo).
Euler verificou que a igualdade acima é equivalente a seguinte:

11 1 1 1
P=1+_-4+-+-+_-+_-+...
2 3 4 5 6

A soma acima é conhecida como série harmonica, e é possivel
provar que tal soma é maior que qualquer ntimero real. Portanto, P
nao pode ser nenhum ntimero real positivo, contradizendo a hipotese
de que a quantidade de nimeros primos ¢é finita.

Assim, sabemos dizer que existem infinitos niimeros primos, no
entanto pouco temos a dizer ainda sobre sua distribuigdo. Varias
conjecturas relativamente simples sobre niimeros primos permane-
cem em aberto até hoje.

Um resultado relativamente facil de se provar diz respeito a po-
dermos encontrar primos consecutivos "tao distantes entre si quanto
se desejar".
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Proposicao 4.2. Dado um inteiro positivo n, existem n inteiros
positivos consecutivos que sao todos compostos.

Demonstragdo. Fixemos a sequéncia de nimeros inteiros dada por:

m+D!+2,(n+1)!+3,...(n+ 1!+ (n+1)

Para todo m inteiro com 2 < m < n + 1, temos que m|(n +
1)I. Logo m|(n + 1)! +m. Como existem n nimeros na sequéncia
considerada, obtemos pelo menos n inteiros consecutivos que sao
todos compostos.

|

Problemas Propostos

Os problemas estao classificados por nivel de dificuldade:

o | | ¢ | *x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

Defini¢do 1. Dado n € N, denotaremos por o(n) a soma de
todos os divisores de n. Denotaremos também por op(n) a soma de
todos os divisores proprios de n.

Definicao 2. Diremos que n € N é um ntmero perfeito se sa-
tisfaz a seguinte igualdade o(n) = 2n.

Obs. Se n é perfeito, entdo og(n) = n. Como og(n) =o(n) —n
isto implica que o(n) = 2n.

Afirmacgao 1. Seja n € N, com n > 2, cuja fatoracdo prima é
dada por n = p{'---p2m. Entao

a1+1 1
ARl SO A

agln .
() pl_l pr_l
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10.

. ® O nimero M,, = 2" — 1, com n > 1 é chamado de n-ésimo

numero de Mersenne.

Mostre que se M,, = 2" — 1 é primo, entao n é primo.

. @ Prove por Inducéo os itens da Proposicao 1.

. ® Sejan € Z, n > 1. Mostre que se n|(n — 1)!, entdo n é

composto.

. @ Provar que, se a # b, existem infinitos positivos n tais que

a +n e b+ n sejam relativamente primos.

Mostre que trés impares positivos consecutivos ndo podem
ser todos primos, com excecao de 3, 5 e 7.

Demonstrar que existem infinitos primos da forma 4n +
3,n € N.

Seja {p1,...,pn} um conjunto de primos positivos distin-
tos. Seja A o produto de quaisquer r destes primos, e B o

quociente:
P1...Pn
A

e Provar que p divide A ou B, mas ndo ambos

B:

o Provar que A + B tem um divisor primo p & {p1...pn}

e Deduzir, desse argumento, a existéncia de infinitos nu-
meros primos.

Para cada inteiro n > 1 seja p, o n-ésimo niimero primo
positivo. Prove que o inteiro p1ps . ..p,+1 nao é um quadrado
perfeito.

. ¢ Prove que, se 2™ 4 1 é primo para algum m > 0, entdo m é

uma poténcia de 2.

¢ Mostre que todo nimero de Fermat é igual ao produto de
seus anteriores somado a 2, ou seja, que F,, = Fy-...- F,,_1+2.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

¢ Mostre a seguinte equivaléncia na prova formulada por Euler
para a existéncia de infinitos nimeros primos:

1 1 1 —1_|_1+1_|_1_|_1_|_1_|_
1_% 1_% 1_% cee= st3titeste

¢ Seja M um conjunto de 1537 inteiros positivos sem divisores
primos maiores que 27. Mostre que:

e Qualquer subconjunto de 513 nimeros contém dois cujo
produto é um quadrado perfeito.

e M contém um subconjunto de quatro ntimeros cujo pro-
duto é uma quarta poténcia.

¢ (IMO 2011) Considere um polinémio P(x) = (z + dy)(z +
da)...(x 4+ dy), com dj,da,...dy nlimeros inteiros distintos.
Prove que existe um inteiro N tal que, para todos os inteiros
x > N, o nimero P(z) é divisivel por um nimero primo maior
que 20.

*Sejan € N. Entdo, n é primo se, e somente se, o(n) = n+1.

% Dado n € N natural, denotaremos por o(/N) a soma de to-
dos os divisores de n. Denotaremos tambem por og(n) a soma
de todos os divisores préprios de n.

Seja n € N composto tal que n = ab, com (a,b) = 1. Entdo,
o(n) =o(a)o(b).

% Um natural da forma n = 2P~1(2P — 1) ¢ perfeito quando
2P — 1 é um primo de Mersenne.
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Aula 5

Equacoes Diofantinas

Recebem o nome de equacdes diofantinas quaisquer equagoes po-
linomiais (tipicamente com duas ou mais incégnitas) com coeficien-
tes inteiros, tendo em vista encontrar apenas suas solugoes inteiras.
Historicamente, o nome é uma referéncia a Diofanto de Alexandria,
matematico grego do século III d.C., cuja principal obra, Arithme-
tica, é uma coletdnea de equagoes determinadas e indeterminadas
para as quais sdo encontradas as solugées numéricas. Dos treze li-
vros originais dessa obra, apenas seis foram preservados em grego
e presumivelmente outros quatro em tradugdo arabe. Mais pro-
priamente, Diofanto de Alexandria se ocupou de estudar solucgoes
racionais positivas em suas equagoes, no entanto, pelas estratégias
algébricas que desenvolveu, tradicionalmente se vincula seu nome
aos problemas relacionados com nimeros inteiros.

Entre as equacoes diofantinas mais elementares estao as equagoes
lineares a duas varidveis, que serdo o objeto central de estudo dessa
aula.

Equacgoes diofantinas lineares a duas variaveis

Denominamos equacédes diofantinas lineares a duas varidveis as
equacoes do tipo:

ax +by=c

33
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em que x,y sdo as incoégnitas e a,b € Z nao sdo simultaneamente
nulos. Consideramos uma solugdo particular da equacdo um par da
forma (z9,y0) € Z x Z tal que torne verdadeira a igualdade:

axg + by =c

Primeiro, precisamos considerar as condicbes de existéncia de
alguma solucdo. Pelo Teorema de Bachet-Bézout que estudamos
anteriormente, sabemos que, se d = mdc(a,b), entdo existe solugao
inteira para a equagao:

axr+by=d

De fato, podemos depreender disso as condi¢Ges necessarias e
suficientes para a existéncia de solu¢des de uma equacao diofantina.

Proposicao 5.1. Uma equacao diofantina linear da forma ax+by =
¢ admite solugdo se, e somente se, d = mdc(a, b) divide c.

Demonstragao. Seja (xg,yo) uma solucdo de ax + by = c. Nesse
caso, temos que dla = d|axg e d|b = d|byop, e, portanto,
d|azg + byg = c.

Reciprocamente, suponhamos que d|c. Logo, existe ¢ € Z tal
que ¢ = dc’. Pelo Teorema de Bachet-Bézout, sabemos que existem
inteiros r, s tais que ar + bs = d. Multiplicando ambos os lados da
equacao por ¢, obtemos:

a(dr) +b(c's) = (ar +bs)d =dcd =c

Logo, o par (dr,c's) é uma solucdo para a equagao diofantina
inicial. |

Caso a equacao diofantina linear tenha solugdo, podemos obter
uma solucao particular simplesmente a partir da solugao de ax+by =
mdc(a,b). Porém, essa solu¢do nao é unica para a nossa equagao
diofantina. De fato, quando tal equagdo admite alguma solugao, as
solucdes sao infinitas. O proximo resultado que apresentamos é uma
descri¢ao dessa familia de solugoes.
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Proposicao 5.2. Seja ax + by = ¢ uma equacao diofantina linear,
com d = mdc(a, b) dividindo c. Se (zg,yo) é uma solugdo particular,
entdo toda outra solucdo é da forma:

T
o d » Yo d )

Além disso, para todo t € Z, os pares da forma acima sdo solu-
coes.

Demonstragio. Seja (z',y’) uma solu¢do qualquer. Entao:
axg + byo = ¢ = ax’ + by

Rearranjando os termos dos dois extremos da equacio, obtemos:

a(zo — ') = =b(yo — ¥/) (5.1)

Como d é maximo divisor comum de a e b, existem a’ e b’ inteiros

tais que a = da’,b = db/. Além disso, temos que mdc(a’,b') = 1.
Assim podemos reescrever (1) como:

d'd(xg —2') = =b'd(yo — v')

Entao, cancelando d em ambos os lados da equacao, temos que:

a'(zo —2') = =b'(yo —v') (5.2)

Como o,V sdao coprimos, se segue que a’|(yo —y') e b'|(xg — o).
Portanto, existem inteiros u, t tais que (xo—z') = b'u, (yo—y') = d't.
Fazendo as devidas substituigoes em (2):

a't'u=—Vat (5.3)

Cancelando a/b’ em ambos os lados, concluimos que u = —t, e,
consequentemente 2’ = xg + b't,y’ = yo — a’'t. Como V' =b/d,d’ =
a/d, a solucdo é exatamente da forma enunciada.

A prova de que para qualquer t € Z o par (zo+(b/d)t, yo—(a/d)t)
é solucgao sera deixada como exercicio. |
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Exemplo 5.1. Encontre as solugbes de 56x + 72y = 40.

Inicialmente, calculando o maximo divisor comum dos coeficien-
tes acompanhando as incégnitas, obtemos mdc(56,72) = 8, e 8|40,
portanto existem solucdes.

Resolvendo 567 + 72s = 8 pelo Algoritmo de Euclides, obtemos
r=4,s=—-3. Como ¢ =40/8 = 5, nossa solugao particular é dada
por g = rd =4-5=20eyy = s¢ = (-3)-5 = —15. Por fim,
temos que a/d = 56/8 = 7,b/d =72/8 =9, o que nos leva & forma
geral:

2=20+9ty=—15—TtLLtEZL

A Proposicao 2 garante que quando ax + by = ¢ admite uma
solucdo inteira, existe uma quantidade infinita de solugdes para a
equacdo. Porém, em algumas situagoes, como alguns contextos de
mundo real, queremos considerar apenas solucdes nao-negativas, isto
é, solugoes (z,y) em que simultaneamente x > 0,y > 0. Tais so-
lugbes nem sempre existem (como vocé pode verificar no Exemplo
1).

Exemplo 5.2. Suponha que um certo produto é vendido apenas em
sacos de Tkg ou 15kg. E possivel fazer uma compra de exatamente
125kg?

Nosso problema pode ser expresso na forma da equagao diofan-
tina:

15z + Ty = 125

No entanto, pela natureza do problema, somos forcados a con-
siderar apenas as solugbes nao-negativas da equacdo. Comegamos
resolvendo de modo usal, verificando que mdc(7,15) = 1 obviamente
divide 125. Também é facil verificar que r = 1,s = —2 é solugao de
15r + 7s = 1, o que nos fornece a solugdo particular:

zo=1-125=125
yo = (—2) - 125 = —250
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Por sua vez a solucao geral é da forma:

x =125+ Tt
y=—250—15t,t € Z

Assim, para obter uma solu¢ido ndo-negativa, precisamos encon-
trar t € Z satisfazendo simultaneamente as duas inequagoes:

125+7t >0
—250 - 15t > 0

Da primeira inequacao, resulta que ¢t > —17, da segunda, que t <
—17. Considerando essas condic¢bes, t = —17 fornece a tnica solugao
nao-negativa, da qual obtemos z = 6,y = 5. Portanto, o tnico
modo de comprar 125kg do produto nas condigoes do problema é
comprando 6 pacotes de 15kg e 5 pacotes de Tkg.

Como vimos no ultimo exemplo, algumas aplicacées de equacoes
diofantinas lineares a situagoes cotidianas exigem uma restricdo das
solucbes aos inteiros ndo-negativos. Isso nos leva naturalmente a
questao: como determinar quando existe pelo menos uma solucao
nao-negativa para a equacao?

Em geral, dados a,b > 0 tais que mdc(a,b) = 1, sabemos que
a equagao diofantina ax 4+ by = c tem solugdo para todo ¢ € Z.
Sejam r, s tais que ar + bs = 1. Sabemos que a solugdo geral de
axr+by = c é da forma x = rc+bt,y = sc—at. Para avaliar se existe
uma solugdo nao-negativa, precisamos satisfazer simultaneamente as
seguintes equagoes:

rc+bt>0
sc—at>0

Destas inequagoes, obtemos: (sc)/a >t > (—rc)/b. Isto significa
que uma solucdo ndo-negativa existe se, e somente se, existe algum
inteiro entre (sc)/a e (—rc)/b. Note que para c suficientemente
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grande, sempre conseguimos garantir a existéncia de algum inteiro
nesse intervalo, e, consequentemente, de uma solucdo nao-negativa.

Vamos definir a funcdo g(a,b) = N como o maior inteiro positivo
para o qual a equagdo ax + by = N ndo tem solucdo nao-negativa.
O problema de determinar g(a,b) é conhecido como o Problema do
Troco de Frobenius (ou Problema das Moedas de Frobenius) para
duas incégnitas. De modo geral, supondo que tenhamos moedas
que valem ay,...,a, centavos, com mdc(ay,...,a,) = 1, o pro-
blema consiste em determinar o maior valor que nao pode ser pago
exatamente utilizando apenas essas moedas.

Para o caso de duas incégnitas, é conhecida uma solugao ex-
plicita, expressa na seguinte férmula, descoberta por James Joseph
Sylvester em 1882:

gla,b) =ab—a—b

Para o caso n = 3 também se conhece uma solugao explicita,
porém inviadvel para o cdlculo manual. Para n > 4, ainda ndo se co-
nhecem solugdes explicitas do problema de Frobenius, embora sejam
conhecidas algumas estimativas de limite superior.

Equacgoes Diofantinas nao Lineares

Em algumas equagdes diofantinas, encontramos poténcias das
incégnitas e eventualmente produto entre incégnitas diferentes. Es-
tes casos em geral exigem variadas estratégias de resolugdo. Uma
das mais comuns consiste conseguir isolar uma constante k que possa
ser escrita como produto de parcelas inteiras dadas pelas incognitas,
como no exemplo a seguir:

Exemplo 5.3. Sejam p e g dois niimeros primos distintos. Encontre
as solucoes inteiras positivas da equacao:

1 1 1

==

r Yy pq

Neste caso, o problema equivale a determinar as solucgbes estri-
tamente positivas de:
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Tpq +ypq = 1y

Note que a equacao diofantina acima é nao-linear, uma vez que
temos o produto entre as duas incégnitas na equagdo. Porém, neste
caso, podemos reescrever a equacao das seguintes maneiras:

0 =2y — xpq — ypq
p’¢* = zy — xpq — ypq + (p*q°)
p’¢* = (z — pg)(y — pq)
Note que agora nés conseguimos escrever p?q? como produto

constante das parcelas inteiras (z — pq) e (y — pq). Como p?q? tem
exatamente 9 divisores positivos, basta encontrarmos as solugdes do

r—pg=d
2 2
y—pq ="
em que d € {1,p,q,p* pq,q* p*q, pg*, p*¢*}, o que nos da as solu-
coes:

sistema:

(pg+ 1,pe(pg + 1)) (p(g+1),pe(qg+1)) (q(p+1),pq(p+1))
(p(p+q),q(p+q) (2pq, 2pq) (a(p+q),p(p+q))
(ra(p+1),q(p+1)) (pe(qg+1),p(¢+1)) (pg(pg+1),pg+1)

Problemas Propostos

Os problemas estdo classificados por nivel de dificuldade:

o | | ¢ | *x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. ® Encontre a solucao geral das seguintes equagoes diofantinas:

e 2x +3y =9
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10.

e 8x+Ty=3
e -26x + 39y = 65
o 12x 4 27y = 33

. @ Determinar, quando existem, as solugdes ndo-negativas das

equacodes diofantinas:

e 123x 4+ 360y = 99
e 30x + 17y = 300

. @ Para cada ¢ € {12,13,...,18} calcule uma solu¢do nao-

negativa da equacao diofantina 7x + 3y = ¢. Conclua que para
todo N > 12, a equacdo diofantina 7x 4+ 3y = N admite uma
solugdo nao-negativa

. @ Encontre fracoes de denominadores 11 e 13 respectivamente,

cuja soma seja %.

. @ Determine todas as maneiras de escrever 270 como soma

entre um miltiplo positivo de 9 e um multiplo positivo de 11.

. @ Escreva o niimero 100 como soma de dois niimeros positivos

tais que um deles seja multiplo de 7 e o outro miltiplo de 11.
Conclua a demonstragdo da Proposigao 2.

Determine o menor inteiro positivo que tem resto 9 na di-
visdo por 37 e resto 15 na divisdo por 52.

Uma loja de discos compra exemplares de um determinado
CD e exemplares de um determinado DVD. Se cada CD sai
por R$12,00 e cada DVD por R$20,00, qual o maior nimero
de unidades que a loja pode comprar com R$860,007 Quantos
DVDs e quantos CDs?

Uma certa quantidade de magas é dividida em 37 montes
de igual niimero. Apdés serem retiradas 17 frutas, as restantes
sao acondicionadas em 79 caixas, cada uma com a mesma
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

quantidade. Quantas macas foram colocadas em cada caixa?
Quantas havia em cada monte?

Encontre todos os inteiros estritamente positivos com a se-
guinte propriedade: fornecem resto 6 quando divididos por 11
e resto 3 quando divididos por 7.

Somando-se um certo nimeor 6x com um certo numero 9y,
obtém-se 126. Se z e y forem trocados, obtém-se a soma 114.
Determine os valores de = e y.

¢ Prove que a equacao diofantina linear a trés incognitas, dada
por a1x 4 asy +aszz = b, onde a1, az, az sao inteiros nao-nulos,
tem solugao se, e somente se, d = mdc(ay, az,az) divide b

¢ Encontre uma solucdo para equagao diofantina abaixo:

21x 4+ 33y + 77z =1

¢ Sejam a, b > 0 tais que mdc(a, b) = 1. Prove que ax—by = ¢
tem infinitas solugoes positivas.

¢ Um pescador tenta pescar um cardume jogando diversas
redes na dgua. Se cair exatamente um peixe em cada rede,
salvam-se ainda n peixes. Se cairem n peixes em cada rede,
sobram n redes vazias. Quantas sdo as redes? Quantos sao os
peixes?

¢ Qual o menor valor de ¢ para o qual a equacédo 9x+ 13y = ¢
tem pelo menos duas solugbes estritamente positivas, isto é
z>0ey>07

¢ (KéMaL) Sejam p, ¢ ntmeros primos distintos. Determine
os pares de inteiros positivos (z,y) que satisfazem a equagao:

pLa_y
r oy

% Sejam a e b inteiros positivos tais que mdc(a,b) = 1.
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e Prove que, para todo N > ab—a—b, a equagao diofantina
ax + by = N tem solucao nao negativa.

e Prove que nao existe solugdo nao negativa para ax+by =
ab—a —b.

Deduza dos itens acima a férmula de Sylvester.

20. % Seja k um primo. Prove que a equacdo z? + 4y* = k tem
solugao inteira se, e somente se, k = 5. Nesse caso, determinar
suas solucdes.
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Congruéncias

Congruéncias

Definigao 6.1. Seja R uma relacdo no conjunto X. Diremos que
R é uma relagdo de equivaléncia se as seguintes propriedades forem
satisfeitas:

(i) (Propriedade reflexiva) xRz, para todo = € X;
(ii) (Propriedade simétrica) Se xRy, entdo yRx;

(iii) (Propriedade transitiva) Se zRy e yRz, entdo zRz.

No nosso contexto, iremos escrever a relagao de equivaléncia R
por =. Observe que a classe de equivaléncia de um certo elemento x
em X é um subconjunto de X. E iremos defini-lo do seguinte modo:

T={ye Xlz=y}

Ou seja, no conjunto T teremos todos os elementos de X que se
relacionam com z.

Proposicao 6.1. Seja X um conjunto e considere = uma relacgao
de equivaléncia em X. Se x,y € X, entdo as afirmacoes abaixo sdo
equivalentes:

43
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(Hz=y
(i)z=y
(iii) z ey

Demonstragao. (i) = (ii)
Hipétese: x =y

Desejamos mostrar que T = 7, para isso basta verificarmos que

T CUy.

De fato, dado z € T = 2z = x. Por hipdtese, temos que z = y.
E pela propriedade transitiva, segue que z = ¥y, o que implica z € 7.
Ou seja, T C 7.

De maneira analoga, decorre que 5 C .

(il) = (iii)

Hipétese: T =75

Pela propriedade reflexiva temos que x € T, como T = 7 decorre
imediatamente que x € 7.

(iii)) = (i)
Hipoétese: x € 5
Segue da definicao de equivaléncia.

As demais implicagoes sdo imediatas e deixaremos como exerci-
cio para o leitor. |

Defini¢cao 6.2. Dado um inteiro m positivo fixo. Dizemos que os
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inteiros a e b sdo congruentes médulo m, se m|(a — b).

Denotamos a = b (mod m).

Consideremos alguns exemplos. 191 = 58 (mod7) pois 191 —
58 = 133 = 719, porém 8 e 3 nao sao congruentes médulo 2 pois
8 —3 =5 e 2 nao divide 5.

Como veremos na proposicao seguinte, a congruéncia é uma re-
lagao de equivaléncia e, portanto, assume as propriedades vistas na
Definicao 1: reflexiva, simétrica e transitiva.

Proposicao 6.2. A relacao de congruéncia médulo m é uma relacao
de equivaléncia em Z.

Demonstragio. Eimediato que a = a (modm) e que, se a = b (mod m),
entdo b = a (modm).

Resta provar que, se a = b (modm) e b = ¢ (modm), entao
a = ¢ (modm). De fato, temos que m|(a—0b) e m|(b—¢), logo, pelas
propriedades de divisibilidade, m|((a — b) + (b — ¢)), o que equivale
a afirmar m|(a — ¢), e, portanto a = ¢ (mod m). [

A relacdo de congruéncia possui muitas propriedades boas com

relacdo a somas, produtos e poténcias. Tais propriedades sao dadas
pelo seguinte teorema.

Teorema 6.1. Se x =y (modm) e z = w (modm). Entao:
(i) x +z =y +w (modm)
(ii) x — 2z =y — w (mod m)
(iii) kx = ky (modm), Vk € Z

(iv) 2z = yw (modm)
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(v) 2¥ = y* (modm), Vk € N

Demonstragao. (i) Por hipétese, temos que z = y (mod m) < m|x—
yez=w (modm) < m|z—w. Pelas propriedades de divisibilidade,
segue que m|(x —y) + (z —w) = (x + z) — (y + w). Por definicao de
congruéncia médulo m, segue que z + 2z =y + w (modm).

(ii) Observe que z = w (modm) < m|z —w = m|(-1)(z —
w)=w-—2z

Como m|z—y, decorre que m|(z—y)+(w—2) = (z—2)+(w—y) =
(x—2)+(-D)y—w)=(r—2)—(y—w) & z—2z=y—w (modm)

(iii) Note que z =y (modm) & m|zx —y = ml|k(x — y), com
ke€Z = mlkx — ky < kx = ky (modm).

(iv) Como x = y (modm) < mlzr —y < dq1 € Z, tal que
r—y =mq = x = mqq +y. Da mesma forma, temos que

z =mqo + w, com qo € 7.

Logo, 2z = (mq1 +y)(mga2 +w) = m2q1g2 + mqrw +ymas +yw =
yw +m(mqiq2 + qw + yqz)

= 2z = yw+m(mqige+qw+yqs), com (mqig2+qw+yqe) €
Z.

E, portanto, m|zz — yw < xz = yw (modm).
(v) A prova deste item serd feita por inducdo em k.

Para k = 2, basta usar o item (iv) tomando z = x e w = y.

Dessa forma temos que 2 = y? (modm), verificando assim o pri-
meiro passo da indugao.
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Agora, suponha que vale para algum n € N e vejamos que vale
também para n + 1.

De fato, pela hipdtese de inducao temos que z™ = y™ (modm) e
além disso sabemos que x = y (modm). Usando novamente o item
(iv) nessas duas ultimas congruéncias, decorre que:

n

2"z = y"y (modm) & 2"t

ynJrl (

mod m)

Este tltimo teorema essencialmente nos diz que a congruéncia
modulo m é compativel com as operacaoes em Z.

Uma outra caracterizacao para a nocao de congruéncias ¢ dado
pela seguinte propriedade:

Proposicao 6.3. Dado m um inteiro fixo. Dois inteiros z,y sao
congruente modulo m se, e somente se, eles possuem como resto o
mesmo inteiro quando dividmos por m.
Demonstragcdo. Dados
r=mq +7r,com0<r;<m
y=mqe+ 19, com 0 <ry <m
Entdo, z—y = m(q1 —q2)+ (r1—7r2). Assim, m|z—y < mr; —ra.
Como 0 <7y <me0<ry<m,segue que 0 < |ry —ry| < m. E,
portanto, m]n — 19 se, e somente se, 11 — ro = 0. Ou seja, apenas
se ry =r1o. B
Calcular digitos e restos de divisdo, em geral, é facilitado pe-

las propriedades de congruéncia, como ilustramos com os préximos
exemplos.
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Exemplo 6.1. Calcule os restos de 4% por 3 e 419 por 5.
Como 4 =1 (mod 3) segue que 4% = 1100 = 1 (mod 3).
Logo, 4199 — 1 = 3k e portanto 4'%° = 3k + 1 e o resto é 1.

Do mesmo modo 4 = —1 (mod5), ou seja 4190 = (—1)190 =
1 (mod5) e o resto também é 1.

Exemplo 6.2. Encontre o tltimo algarismo de 370 + 770,
Sabemos que 3* =81 =1 (mod 10) e 70 = 4 - 17 + 2. Assim,

370 =3%17.32 = 1.32 =9 (mod 10).
Além disso 7% = 49 = —1 (mod 10), logo como 70 = 2 - 35 temos
770 = (7%)% = (—=1)® = —1 (mod 10).

Assim 370 + 770 = 9 — 1 = 8(mod 10) e portanto o ltimo algarismo
de 370 + 770 4 8,
Um teorema muito 1til para resolver exercicios é o seguinte:

Teorema 6.2. Seja n um ntimero inteiro e denote por d(n) a soma
dos algarismos de n. Entao

n = d(n)(mod9)
Problemas Propostos

Os problemas estao classificados por nivel de dificuldade:

o | | ¢ | *x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. @ Prove o critério de divisibilidade por 3.

2. @ Mostre que:

x=y(modm) < z+k=y+ k(modm),Vk € Z
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

@ Mostre que a relagdo de congruéncia médulo m é uma rela-
¢ao de equivaléncia em Z.

. ® Prove que 20 — 1 ¢é divisivel por 11.31.61

® Sejam z,y € Z com a relacdo de equivaléncia moédulo m,
mostre que:

T4y = 7ny={)
Sejam z,y e z inteiros arbitrarios e m um inteiro fixo.
Mostre que: se mdc(z,m) = 1, entdo zz = yz(modm) —
x = y(mod m)
Calcule o resto de 34 - 35 - 36 - 37 + 5! — 423 por 6.

Calcule o resto de 5

por 26.
Calcule o resto de 4% por 7.
Prove que 22225%% + 55552222 ¢ divisfvel por 7.

Prove que n® + 4n é divisivel por 5 para todo inteiro n.

Prove que 11"+2 4 122n+1 ¢ divisivel por 133 para qualquer
n natural.

¢ Prove o critério de divisibilidade por 11.

¢ Prove que nao existem inteiros x1, ..., x14 tais que:

x4 . 42ty = 1599

¢ Escreva uma unica congruéncia que é equivalente & um par
de congruéncias z = 1(mod 4) e x = 2(mod 3).

¢ Mostre que se n divide um nimero de Fibonacci, entdo
divide uma infinidade.
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17.

18.
19.

20.

¢ Mostre que o quadrado de um inteiro é da forma 3k ou
3k + 1.

¢ Prove que 322 + 2 = y? ndo tem solucido em Z.
% Afirmacao de Fermat: Todo ntmero na forma F, =
22" 41 é primo.

Prove que a afirmacao é falsa para n = 5.

Dica: Euler provou que Fj é divisivel por 641.

% Seja d(n) a soma dos digitos de n. Suponha que n+d(n)+
d(d(n)) = 1995. Quais os possiveis restos da divisdo de n por
97



Aula 7

Teorema Chinés do Resto

Teorema Chinés do Resto Sejam ni,ng,ns, --,np niameros
inteiros positivos tais que mdc(n;,nj) = 1, para i # j, e sejam
a1.a9,a3, - - ,ai inteiros arbitrarios. Entao, o sistema de congruén-
cias lineares

a; (modmny)

x = az (modng)

ag (modns)

x = ap (modng)

admite solucdo, que é tnica médulo n = ningng - - - ny.

Demonstragio. Considerando n = ningng - --ny, tome N; = ;.
1

Observe que N; = ninons -« -nj_1Mi4+1 * - - Nk, ou seja, IN; é o pro-
duto de todos os inteiros nq,no,n3, - - ,nk, omitindo o préprio n;.

Pela hipétese do teorema, temos que os esses n; sao relativa-
mente primos com n;. E, portanto, tém-se que mdc(N;,n;) = 1.

o1
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Dessa forma, conseguimos determinar os inteiros r;,s; tais que
rilNi + sin; =1 (7.1)
com 1l <i<k.
Iremos mostrar que
zo = a1r1 N1 4+ asraNo + - - - + apri Ny,

¢ uma solucao para o sistema dado.
De fato, observe primeiramente que se ¢ # j, temos que

Nj =NIna2ng Ny Ny 1M1 - N = 0 (HlOdTLZ)
pois n; ¢ um dos fatores de N;.
Segue imediatamente pelas propriedades de congruéncia que

a;riN; = 0 (modn;)

O que acaba implicando

o = air1N1+asraNo+- - -+a;r; N; +- - -—I—akrka = aq;m; N; (mod TLZ)

= x9 = a;7;N; (modn;) (7.2)

Voltando na equagao (1), note que

sin; = 1 — ’I“iNl' — nl|1 — TiNi — nl](—l)(l — TzNz) <~
ni]riNi—l.

Pela definicdo de congruéncia, segue que

riN; =1 (modn;) (7.3)
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Substituindo a congruéncia (3) em (2), decorre que
xo = a; (modn;)

E, portanto, xg é solu¢do da equacdo = = a; (modn;) para cada
1, consequentemente, é uma solugao do sistema.

Agora, basta verificarmos que essa solugdo € Unica.

Para isso, considere T solugao do sistema. Ou seja, T = a; (mod n;),
para cada 1 < ¢ < k. Também temos zy solugdo, ou seja, xg =
a;(modn;).

Da propriedade transitiva de congruéncias, segue que T = xg (mod n;),
isto é, n;|T—xo, para cada 1 < i < k. Comos os inteiros ni,na,ng, - - ,ng
sao relativamente primos entre si, temos que ning - - - ng|(T — xg), o
que implica

T = xo(modn).

Exemplo 7.1. Resolva o seguinte sistema de congruéncias lineares:

x =2 (mod3)
x =3 (modb)
x =2 (modT)

Solugdo:

Na forma como esta distribuida no Teorema Chinés do Restos,
temos que:

n=23-5-7=105

a1:2,a2:3ea3:2
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n =3 n=5en3 =7

= Ny=2=327=5.7=35
= Np=2=337-3.7=21
= N3=2=337-3.5=15

Na demonstracao do teorema, em algum momento nos depara-
mos com a seguinte congruéncia:

r;N; =1 (modn;)

No caso ¢ = 1, devemos encontrar r1,s1 tais que:
- Ni+si-nm=1<r-35+s-:-3=1

Para determinar os valores r; e s iremos usar o método visto na
aula 2. Primeiro, fazemos divisdes sucessivas usando o Algoritmo
de Euclides:

35=3-1142
3=2-1+1

Em seguida isolamos os restos:

2=35-3-11 (7.4)

1=3-2 (7.5)

Substituindo a equagdo (4) em (5), decorre que:
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1 = 3-2
= 3-(35-3-11)
= 3+(-1)-35+3-11
=  (-1)-35+12-3

= (-1)-35+12-3=1
E, portanto, r1 = —1 e 51 = 12.

Agora observando a congruéncia ro Ny = 1(modnsz), desejamos
encontrar inteiros 79 € so tais que

r9-214+50-5=1
Note que, 21 =5-441 = 1-21+(—4)-5=1
Assim, ro =1 e 59 = 4.

Enfim, considerando a congruéncia rsNs = 1(modns), temos
que:
r3-154+s3-7=1

Onde, 15=7-241 = 1-15+(-2)-7=1.
Logo, r3 =1¢e s3 = —2.
Como vimos na demonstragdo do teorema, xg é solucdo do sis-
tema dado, onde
xo = a1r1 N1 +aoraNo+agrg Ny = 2'(—1)-35+3-1'21+2-1-15 =23
= w9 = 23.

De fato xg é solugao do sistema dado, pois:

20=23=21+2=0+2=2 (mod3)
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20=23=20+3=0+3=3 (modb5)
0=23=2142=0+2=2 (mod7)
E facil verificar que T = 233 também ¢é uma solucio do sistema,
logo
T = o (mod 105).
Problemas Propostos

Os problemas estao classificados por nivel de dificuldade:

o | | ¢ | *x
Facil ‘ Médio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. @ Resolva o sistema de congruéncias lineares dado a seguir:

x =2 (mod?2)
x =3 (modb)
x =2 (modT)

2. @ Resolva o seguinte sistema de congruéncias lineares:

z = —1 (mod4)
r =2 (mod6).

3. @ Verifique que o seguinte sistema nao possui solugao:

x =8 (mod 12)
x =6 (mod9)

Por que isso nao contradiz o Teorema Chinés do Resto?
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4. @ Mostre que o seguinte sistema nao possui solugao.

= —1 (mod4)
x =2 (mod 6)

5. A Resolva o seguinte sistema linear e determine a sua menor
solugao positiva:

x =1 (mod3)
x =2 (modb)
x =3 (mod7)
6. A Resolva de maneira analoga ao ultimo exercicio com o se-
guinte sistema linear:
x =5 (mod6)
x =4 (mod11)
=3 (mod7)

7. A Usando congruéncias, resolva as seguintes equacgoes diofan-
tinas:

e 4x +5ly=9

e 12z + 25y = 331

8. A Determine todos os nimeros naturais menores que 1000 que
possuem como restos 9, na divisao por 37, e 15, na divisdo por
52.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Ache z inteiro que satisfaca simultaneamente as congruén-
cias:

x =2 (modb)
3z =1 (mod8)

Encontre uma solugdo geral do seguinte sistema de con-
gruéncias lineares:

6x = 2 (mod4)
2z =1 (mod 3)
4x =2 (mod 7)

¢ Encontre o menor a > 100 tal que 2|a, 3|(a + 1), 4|(a + 2),
5|(a+3) e 6|(a+4).

¢ Um certo inteiro n é tal que tem restos 1 e 7 na divisao por
15 e 21 respectivamente. Qual seu resto na divisdo por 357

#Determine todas as solucoes da congruéncia linear 3z — 7Ty =
11 (mod 11).

¢ Resolva a congruéncia linear 17z =3 (mod2-3-5-7).

% Prove que as congruéncias = a (modn) e x = b (modm)
possuem uma solugao em comum se, e somente se, mdc(m, n)|(a—

b).

% Suponha que mdec(m,n) = 1 e prove que a solugdo do item
anterior é tinica médulo mmec(m,n).



Aula 8

Pequeno Teorema de
Fermat

No ano de 1640, Pierre de Fermat afirmou em correspondéncia
que, se um nimero a nao divisivel por um primo p, entdo p divide
a?~! — 1. Como aconteceu com virias afirmacdes de Fermat, nao
se conhece uma prova apresentada por ele proprio. Esse resultado,
que posteriormente ficou conhecido como o Pequeno Teorema de
Fermat, pode ser formulado em linguagem de aritmética modular
da seguinte maneira:

Teorema 8.1 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam p um niimero
primo e a um inteiro ndo divisivel por p. Entéo:

a?~! = 1(mod p)
Demonstragdo. Inicialmente, vamos observar o seguinte conjunto:
A={a,2a,3a,...,(p—1)a}.

Se tomamos quaisquer dois elementos desse conjunto, temos que
eles ndo sdo congruentes entre si médulo p. Se tivermos xza =
ya(mod p), para 1 < z,y < p — 1, como mdc(a,p) = 1, podemos

cancelar a os dois lados da congruéncia , e obtemos = = y(mod p).

99
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Como z,y sdo possiveis restos distintos da divisdo por p, suas clas-
ses de congruéncia sao necessariamente iguais, logo z = y. Também
temos que nenhum elemento de A é congruente a 0 médulo p, pois
para za € A, tanto x quanto a sdo relativamente primos a p.

Assim sendo, para alguma reordenagdo x1,2,...,%,—1 dos in-
teiros 1,2,...,p — 1, encontramos as seguintes congruéncias:
a = x1(mod p)

2a = x9(mod p)

(p—1)a = zp—1(mod p).

A partir disso, podemos simplesmente multiplicar todos os ele-
mentos de cada lado, e a congruéncia se mantém. Como todos os
numeros entre 1 e p— 1 ocorrem em cada lado, o resultado da nossa
multiplicacao seréa:

(p— DlaP~t = (p — 1)!(mod p).

Por fim, como (p—1)! é um produto de niimeros coprimos com p,
esse fatorial pode ser cancelado em ambos os lados da congruéncia.
Isso nos dé o resultado:

a?~! = 1(mod p).
|

Como consequéncia imediata desse teorema, é facil verificar o
seguinte resultado.

Corolario 8.1. Sejam p um numero primo e a um inteiro qualquer.
Entao:

a? = a(mod p)

O Pequeno Teorema de Fermat é bastante ttil para provar alguns
resultados envolvendo divisibilidade, como nos exemplos a seguir:
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n+4

Exemplo 8.1. Seja a um nimero inteiro qualquer. Entao a tem

o0 mesmo algarismo das unidades que a”.

De fato, basta mostrar que a® tem o mesmo algarismo das uni-
dades que a, ou, na forma de congruéncias a® = a(mod 10). Mos-
traremos que a congruéncia vale para cada um dos fatores primos
de 10.

A congruéncia a® = a(mod 5) se segue imediatamente do Corol4-
rio. Por sua vez, como a® e a sdo ou ambos impares ou ambos pares,
sua diferenca é par, e portanto a® = a(mod 2). Como mdc(2,5) = 1,
segue-se que a® = a(mod 10).

Exemplo 8.2. Sejam a e b inteiros, e p um nimero primo. Entao,
tem-se que:

(a+ b)? = a? + bP(mod p)

De fato, aplicando o Pequeno Teorema de Fermat primeiro em
(a + b) e depois em a e b individualmente, obtemos:

(a+bP =a+b=daP + b’ (modp)

A primeira prova publicada do Pequeno Teorema de Fermat se
deve a Euler, que posteriormente generalizou o resultado para qual-
quer nimero natural. Contudo, antes de apresentar tal generaliza-
¢ao, serd necessario definir uma funcao sobre os nimeros naturais,
chamada funcao totiente de Fuler ou ainda func¢do phi de Euler.

Definigao 8.1 (Fungao Totiente de Euler). A fungao ¢ : N* — N*
que associa cada inteiro positivo n a quantidade de ntimeros meno-
res ou iguais a n que sdo coprimos com ele é denominada Fungao
Totiente de Euler

Assim, por exemplo, ¢(8) = 4, pois ao listarmos os ntimeros de
1 a 8, encontramos precisamente 4 ntimeros coprimos com relagao a
8 1,3,5eT.

Para qualquer ntimero primo p, podemos constatar facilmente
que ¢(p) = p — 1, pois de 1 a p, temos que apenas precisamente p
nao é coprimo consigo préprio. Também podemos calcular o valor de
#(p*) para qualquer poténcia k. De fato, como mdc(p,n) # 1 <=
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p|n, basta contar a quantidade de miltiplos de p entre 1 e p¥, que
é dada por exatamente p*~! niimeros. Logo ¢(p¥) = pF — pF~! =
PP p = 1).

A proposi¢ao seguinte, que enunciaremos aqui sem demonstrar,
permite generalizar ¢(n) para qualquer inteiro positivo n

Proposicao 8.1. Se m e n sdo inteiros positivos e mdc(m,n) = 1,
entao:

¢(m - n) = ¢(m) - p(n)
Exemplo 8.3. Vamos supor m = 4,n = 5. Queremos calcular
#(20). Podemos verificar que ¢(4) = 2,¢(5) = 4, logo ¢(20) =
¢(4) - ¢(5) = 8. De fato, podemos verificar o resultado dispondo os
numeros em uma tabela m x n:

12 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20

Retirando os ntmeros sublinhados, que nao sao coprimos com
20, obtemos exatamente 8 ntimeros: 1,3,7,9,11,13,17 e 19.

Definida a funcéo totiente de Euler, estamos prontos para enun-
ciar o Teorema de Euler, que é a generalizacao do Pequeno Teorema
de Fermat para os nimeros naturais:

Teorema 8.2 (Teorema de Euler). Sejam m > 1 e a € Z tal que
mdc(a,m) = 1. Entao:

a®™) = 1(mod m)
Demonstragio. Sejam s1,...,Sg,) 0s inteiros de 1 a m que sdo
relativamente primos a m. Dividindo cada a - s; por m, podemos

escrever:

a-si=m-q+r;,0<1r; <m
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Se existisse algum primo p divisor comum de m e r;, teriamos
que pla - s;. Entéo terfamos pla ou pls;, o que contradiz a hipitese
mdc(a,m) = 1 bem como mdc(s;,m) = 1. Logo, para cada i,1 <
i < ¢(m) temos que mdc(r;, m) = 1.

Mostremos agora que, para cada ¢ # j,7; # rj. Supondo i # j e
r; = rj, terfamos a-s;—m-q; = a-s;—m-q;, o que implica a(s;—s;) =
m(g; — qj). Como mdc(a,m) =1 temos que m|(s; — s;), mas como
1 < 54,55 < 'm, a Unica possibilidade seria s; = s;, contradicao.

Portanto, a menos reordenacio, os conjuntos {si,...,Sgm)} €
{1, .., T¢(m)} s@0 iguais. Assim, se multiplicarmos todas as con-
gruéncias a - s; = r;(mod m), obtemos:

a®™ s Sp(m) = T1" - To(m)(modm)
Como 08 produtos s; ... Sg(m) € T1 ... Tg(y) SA0 iguais, e m &
relativamente primo a cada r;, temos que mdc(m,ry-. . .-r¢(m)) =1.

Assim sendo, podemos cancelar este produto em ambos os lados da
congruéncia, e disso obtemos o resultado:

a®™ = 1(mod m)

Exemplo 8.4. Encontre os tltimos 2 digitos de 3109,

Neste exemplo, como ¢(100) = ¢(52)-¢(22) = 20-2 = 40, pelo Te-
orema de Euler
310 = 1(mod 100). Logo:

31000 = (340)% = 1% = 1(mod 100)

Logo, os tultimos digitos sao 01.
Problemas Propostos

Os problemas estao classificados por nivel de dificuldade:
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o | | ¢ | x
Facil ‘ Meédio ‘ Dificil ‘ Desafio

1. @ Calcule x em cada congruéncia abaixo usando o Teorema

de Euler:
o 31000 = 2(mod7)
o 71000 = 2(mod 54)

2. @ Seja a um inteiro. Prove que:

Se mdc(a, 35) = 1, entdo a'? = 1(mod 35).

3. @ Calcule ¢(200), $(860), »(1001).

4. ® Sejam a e b inteiros e p um primo tal que mde(a,p) = 1.
Verifique que uma solu¢do da congruéncia ax = b(modp) é
dada por = = a?2b.

5. A Seja p > 2 um ntimero primo. Prove que 17 +2P +. ..+ (p—
1)? = 0(mod p).

6. A Sejam a e n inteiros tais que mdc(a,n) = mdc(a—1,n) = 1.
Prove que 1 +a + ...+ a®™~1 = 0(modn).

7. Seja p um primo diferente de 2 e 5. Prove que p divide
infinitos inteiros da sequéncia 1,11,111,1111,....

8. A Se p é um primo impar, prove que n? = n(mod2p) para
todo inteiro n.

9. A Se p é um primo fmpar e p|m? + nP, prove que p?|mP + nP.

10. Seja m um inteiro positivo impar em cuja decomposi¢ao
canodnica figuram r fatores primos distintos. Prove que 2" |¢(n).

11. 4 Prove que, se d|n, entao ¢(d)|p(n).

12. 4 Seja m > 1 e sejam py, P2 ... p, os divisores primos distintos

de m. Prove que:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

o= (1-2) (=) (-3

¢ Seja n > 1 e considere o nimero N = (n!)? + 1. Prove que
existe algum nimero primo p da forma 4k + 1 tal que p|N.
Conclua disso que existem infinitos primos da forma 4k + 1.

¢ Encontre os ultimos dois digitos de 771

¢ Encontre o resto de
1090 4 10%0* 4 .. 4 100"
na divisao por 7.

¢ (Putnam, 1972) Mostre que, dado um primo impar p, exis-
tem infinitos inteiros n tais que p|n - 2™ + 1.

¢ (Olimpiada Polonesa de Matematica, 2003) Encontre todos
os polinémios W com coeficientes inteiros satisfazendo a se-
gunte condi¢do: para todo natural n, 2" — 1 é divisivel por

¢ (IMO shortlist, 2006) Para certo = € (0,1), seja y € (0,1)
um ndamero cujo n-ésimo digito apods a virgula é o 2"-ésimo
digito de x apds a virgula. Mostre que, se = é racional, entao
y também é.

% (IMO, 1984) Encontre um par de inteiros positivos a e b
tais que:

e ab(a + b) nao é divisivel por 7.
e (a+0b)"—a"— b7 é divisivel por 7.

* (USAMO, 1982) Prove que existe algum inteiro k tal que,
para todo n, k- 2" + 1 é composto.
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